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FAISCEAUX COHE´RENTS SUR LES COURBES MULTIPLES
JEAN–MARC DRE´ZET
Abstract. This paper is devoted to the study of coherent sheaves on non reduced curves that
can be locally embedded in smooth surfaces. If Y is such a curve then there is a filtration
C ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y such that C is the reduced curve associated to Y , and for every P ∈ C
there exists z ∈ OY,P such that (zi) is the ideal of Ci in OY,P . We define, using canonical
filtrations, new invariants of coherent sheaves on Y : the generalized rank and degree, and use
them to state a Riemann-Roch theorem for sheaves on Y . We define quasi locally free sheaves,
which are locally isomorphic to direct sums of OCi , and prove that every coherent sheaf on Y is
quasi locally free on some nonempty open subset of Y . We give also a simple criterion of quasi
locally freeness. We study the ideal sheaves In,Z in Y of finite subschemes Z of C. When Y
is embedded in a smooth surface we deduce some results on deformations of In,Z (as sheaves
on S). When n = 2, i.e. when Y is a double curve, we can completely describe the torsion free
sheaves on Y . In particular we show that these sheaves are reflexive. The torsion free sheaves
of generalized rank 2 on C2 are of the form I2,Z ⊗ L, where Z is a finite subscheme of C and L
is a line bundle on Y . We begin the study of moduli spaces of stable sheaves on a double curve,
of generalized rank 3 and generalized degree d. These moduli spaces have many components.
Sometimes one of them is a multiple structure on the moduli space of stable vector bundles on
C of rank 3 and degree d.
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1. Introduction
Les courbes projectives multiples primitives ont e´te´ de´finies et e´tudie´es par C. Ba˘nica˘ et
O. Forster dans [2]. Les cas les plus simples et qu’on e´tudiera en de´tail ici sont les courbes non
re´duites plonge´es dans une surface lisse, et dont la courbe re´duite associe´e est projective lisse.
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Les faisceaux semi-stables sur des courbes projectives re´duites non lisses on e´te´ e´tudie´s par
de nombreux auteurs, notamment par C.S. Seshadri dans [30], et U.N. Bhosle dans [4], [5] et
d’autres articles. Les faisceaux semi-stables sur des varie´te´s non re´duites semblables a` celles
qui sont conside´re´es ici sont le sujet de l’article [13] de M.-A. Inaba. L’article [14] du meˆme
auteur traite des faisceaux stables sur une varie´te´ non irre´ductible ayant deux composantes
qui se coupent. Il est possible qu’on puisse obtenir par l’e´tude des faisceaux cohe´rents sur les
courbes non re´duites des re´sultats sur la de´ge´ne´ration des fibre´s vectoriels ou des varie´te´s des
modules de fibre´s semi-stables sur les courbes lisses. Certains re´sultats ont de´ja` e´te´ obtenus en
utilisant des courbes re´duites mais singulie`res (cf. [33], [34]).
Les faisceaux cohe´rents sur les courbes non re´duites interviennent aussi lorsqu’on veut e´tudier
les faisceaux de dimension 1 sur les surfaces. Les faisceaux sur des courbes non re´duites appa-
raissent (cf. [15], [16]) comme limites de fibre´s vectoriels sur des courbes lisses. Leur roˆle est
sans doute plus important si on cherche a` obtenir d’autres varie´te´s de modules fins de faisceaux
de dimension 1 que les classiques varie´te´s de modules de faisceaux semi-stables (cf. [8]).
Le but du pre´sent article est de donner les bases de l’e´tude des faisceaux cohe´rents sur une courbe
multiple primitive Y et de leurs varie´te´s de modules. On introduit deux nouveaux invariants des
faisceaux cohe´rents : le rang et le degre´ ge´ne´ralise´s, avec lesquels on peut e´noncer un the´ore`me
de Riemann-Roch sur les courbes primitives. On s’inte´ressera aux faisceaux ge´ne´riques qui sont
ici les faisceaux quasi localement libres jouant le meˆme roˆle que les faisceaux localement libres
sur les varie´te´s lisses. On e´tudiera ensuite les faisceaux d’ide´aux de sous-sche´mas finis de la
courbe re´duite associe´e C, qui sont les premiers exemples non triviaux de faisceaux sur Y . On
s’inte´ressera enfin aux courbes doubles. Dans ce cas on peut de´crire pre´cise´ment les faisceaux
sans torsion sur Y et prouver en particulier qu’ils sont re´flexifs. Pour finir on s’inte´ressera aux
varie´te´s de modules de faisceaux stables de rang ge´ne´ralise´ 3 et de degre´ ge´ne´ralise´ d sur une
courbe double et on mettra en e´vidence de multiples composantes. Une d’elles est une structure
multiple sur la varie´te´ de modules des fibre´s vectoriels de rang 3 et de degre´ d sur C.
1.1. Faisceaux cohe´rents sur les courbes multiples primitives
Courbes multiples primitives - Soit C une courbe alge´brique projective irre´ductible lisse,
de genre gC , plonge´e dans une varie´te´ projective lisse X de dimension 3 sur C. Soit Y ⊂ X
une sous-varie´te´ ferme´e de Cohen-Macaulay dont la sous-varie´te´ re´duite associe´e est C. On dit
que Y est primitive si elle peut localement eˆtre plonge´e dans une surface : pour tout point P
de C il existe une surface S ⊂ X et un ouvert U de X contenant P tels que U ∩ S soit lisse et
Y ∩ U ⊂ S . Si tel est le cas il existe un entier n > 0 tel que pour tout point P ∈ C on peut
choisir l’ouvert U pre´ce´dent et des coordonne´es locales en P , x, z, t de telle sorte que l’ide´al
de S dans U soit (x) et celui de Y (x, zn). L’entier n s’appelle la multiplicite´ de Y et C son
support.
Il existe une filtration canonique
C = C1 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y ,
ou` Ci est l’intersection de Y et du i
eme voisinage infinite´simal de C dans X. Au voisinage de
P l’ide´al de Ci dans U est donc (x, z
i). On note, pour 1 ≤ i ≤ n, Oi le faisceau structural de
Ci (en particulier, O1 = OC et On = OY ), et IC le faisceau d’ide´aux de C dans Y .
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Rang et degre´ ge´ne´ralise´s - The´ore`me de Riemann-Roch - Soit E un faisceau cohe´rent
sur Y . On de´finit en 4.1 la premie`re filtration canonique de E :
En+1 = 0 ⊂ En ⊂ · · · ⊂ E1 = E .
Pour 1 ≤ i ≤ n, Ei+1 = I iCE est le noyau de la restriction Ei → Ei|C . On a donc Ei/Ei+1 = Ei|C ,
E/Ei+1 = E|Ci . Le gradue´ Gr(E) =
⊕n
i=1 Ei/Ei+1 est un faisceau de OC-modules.
Les entiers R(E) = rg(Gr(E)) , Deg(E) = deg(Gr(E)) s’appellent respectivement le rang
ge´ne´ralise´ et le degre´ ge´ne´ralise´ de E . On montre que le rang et le degre´ ge´ne´ralise´s sont
additifs : si 0→ E ′ → E → E ′′ → 0 est une suite exacte de faisceaux cohe´rents sur Cn alors
on a
R(E) = R(E ′) +R(E”), Deg(E) = Deg(E ′) + Deg(E”).
On de´duit des de´finitions le the´ore`me de Riemann-Roch pour les courbes primitives (cf. 4.2) :
The´ore`me : Si E est un faisceau cohe´rent sur Cn, alors on a
χ(E) = Deg(E) +R(E)(1− gC).
On montre aussi que le rang et le degre´ ge´ne´ralise´s sont invariants par de´formation, c’est-a`-dire
que dans une famille plate de faisceaux cohe´rents sur Cn parame´tre´e par une varie´te´ irre´ductible,
tous les faisceaux ont les meˆmes rang et degre´ ge´ne´ralise´s.
On utilisera aussi la seconde filtration canonique de E :
E (n+1) = {0} ⊂ E (n) ⊂ · · · ⊂ E (2) ⊂ E (1) = E , ou` E (i) est le sous-faisceau de E annulateur de
In+1−iC . Cette filtration a e´te´ de´finie et utilise´e par M.A. Inaba dans [13].
Faisceaux semi-stables - On de´duit du the´ore`me de Riemann-Roch pre´ce´dent le calcul des
polynoˆmes de Hilbert des faisceaux cohe´rents sur Y (cf. 4.2.2). Il en de´coule que la de´finition
des faisceaux de dimension 1 sur Y (semi-)stables au sens de C. Simpson (cf. [31]) est analogue
a` celle des fibre´s (semi-)stables sur les courbes lisses : un faisceau E de dimension 1 sur Y est
semi-stable (resp. stable) si et seulement si il est pur et si pour tout sous-faisceau propre F ⊂ E
on a
Deg(F)
R(F) ≤
Deg(E)
R(E) (resp. < ).
Fibre´s vectoriels et groupe de Picard - On de´montre (the´ore`me 3.1.1) que si 1 ≤ i ≤ n,
tout fibre´ vectoriel sur Ci peut se prolonger en fibre´ vectoriel sur Cn.
On en de´duit brie`vement en 3.2 et 3.3 la description du groupe de Picard de Cn. Le morphisme
de restriction Pic(Cn)→ Pic(C) est surjectif et son noyau, le groupe des fibre´s en droites sur
Cn dont la restriction a` C est triviale est une somme directe de groupes Ga.
Faisceaux quasi localement libres - Soient P ∈ C et M un On,P -module de type fini. On
dit que M est quasi libre s’il existe des entiers m1, . . . ,mn non ne´gatifs tels que
M '
n⊕
i=1
miOi,P .
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Si tel est le cas la suite (m1, . . . ,mn) est unique, on l’appelle le type de M .
Soient E un faisceau cohe´rent sur Cn et P ∈ C. On dit que E est quasi localement libre en P
s’il existe des entiers m1, . . . ,mn non ne´gatifs et un ouvert U ⊂ C contenant P tels que
E|U '
n⊕
i=1
miOi|U .
Dans ce cas le On,P -module EP est quasi libre. On dit que E est quasi localement libre s’il l’est
en tout point de C. On de´montre en 5.1.6 le
The´ore`me : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors il existe un ouvert non vide U tel que
E soit quasi localement libre en tout point de U .
Rappelons que tout faisceau cohe´rent sur une varie´te´ re´duite est localement libre sur un ouvert
dense. On peut donc dire que les les faisceaux quasi localement libres sur les courbes primitives
jouent le meˆme roˆle que les faisceaux localement libres sur les varie´te´s re´duites.
On donne en 5.1.4 une caracte´risation des faisceaux quasi localement libres :
The´ore`me : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors E est quasi localement libre si et
seulement si tous les termes de Gr(E) sont localement libres sur C.
Les faisceaux quasi localement libres ont des proprie´te´s semblables a` celles des faisceaux locale-
ment libres. En particulier on montre (the´ore`me 5.2.1) que le noyau d’un morphisme surjectif
de faisceaux cohe´rents quasi localement libres l’est.
1.2. Faisceaux sans torsion sur les courbes primitives doubles
On suppose que n = 2. On dit alors que C2 est une courbe primitive double. Soit L = IC le
faisceau d’ide´aux de C dans C2. On peut dans ce cas de´crire comple`tement les faisceaux quasi
localement libres et les faisceaux sans torsion sur C2 (par de´finition un faisceau est dit sans
torsion s’il ne posse`de pas de sous-faisceau dont le support est de dimension 0).
Faisceaux quasi localement libres - Soient E un faisceau quasi localement libre sur C2 et
E ⊂ E sa premie`re filtration canonique. Si F = E/E on a donc une suite exacte
0 −→ E −→ E −→ F −→ 0,
et E, F sont des fibre´s vectoriels sur C. Le morphisme canonique E ⊗ IC → E induit un
morphisme surjectif ΦE : F ⊗ L→ E. On a un isomorphisme canonique
Ext1O2(F,E) ' Hom(F ⊗ L,E)
et ΦE n’est autre que l’image dans H0(Ext1O2(F,E)) de l’e´le´ment de Ext1O2(F,E) associe´ a`
la suite exacte pre´ce´dente. Le faisceau E est localement libre si et seulement si ΦE est un
isomorphisme. En ge´ne´ral le noyau du morphisme compose´ E → F → E ⊗ L∗ (ou` L∗ est le
fibre´ dual de L sur C et le second morphisme provient de ΦE) est un fibre´ vectoriel sur C et
c’est le plus grand sous-faisceau de E de support C.
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Re´ciproquement, si σ ∈ Ext1O2(F,E) est tel le morphisme associe´ Φ : E ⊗ L→ F soit surjectif,
le faisceau E extension de F par E de´fini par σ est quasi localement libre, E ⊂ E est sa premie`re
filtration canonique et ΦE = Φ.
Soit P ∈ C. On donne en 7.3.1 une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’un O2,P -module
quasi libre de type (m1,m2) se de´forme en modules quasi libres de type (n1, n2) : on doit avoir
m1 + 2m2 = n1 + 2n2 et n1 ≥ m1.
Faisceaux sans torsion - Soient E un faisceau cohe´rent sans torsion sur C2 et E ⊂ E sa
premie`re filtration canonique. Alors E est un fibre´ vectoriel mais E/E a de la torsion si E
n’est pas quasi localement libre. Posons E/E = F ⊕ T , ou` F est un fibre´ vectoriel sur C et
T un faisceau de torsion sur C. On appelle index de E l’entier i(E) = h0(T ) . Soient P ∈ C,
z ∈ O2,P une e´quation locale de C et x ∈ O2,P un e´le´ment au dessus d’un ge´ne´rateur de l’ide´al
maximal de OC,P . L’ide´al maximal de O2,P est donc (x, z). On note Ik,P = (xk, z) , pour tout
entier positif k.
On donne dans 6.5.3 la structure des O2,P -modules de type fini sans torsion. Si M en est un,
alors il existe des entiers m, p et une suite d’entiers n1, . . . , np tels que
M '
( p⊕
i=1
Ini,P
)
⊕mO2,P .
Les deux re´sultats suivants sont de´montre´s dans 6.5.3 :
The´ore`me : Tout faisceau cohe´rent sans torsion sur C2 est re´flexif.
On a donc le meˆme re´sultat que sur les courbes lisses.
The´ore`me : Tout faisceau cohe´rent sans torsion sur C2 est isomorphe au noyau d’un mor-
phisme surjectif F → T , ou` F est un faisceau quasi localement libre sur C2 et T un faisceau
de torsion sur C.
On a donc un re´sultat analogue a` ce qu’on a sur les surfaces lisses. Le fibre´ F n’est pas en
ge´ne´ral unique, mais on peut les de´crire tous.
1.3. Faisceaux d’ide´aux de points sur les courbes multiples primitives
Soit Z ⊂ C un sous-ensemble fini. On note In,Z le faisceau d’ide´aux de Z sur Cn.
1.3.1. Limites de fibre´s en droites sur les courbes lisses - Pour montrer l’inte´reˆt de
l’e´tude des faisceaux d’ide´aux de points sur les courbes multiples, examinons les cas du plan
projectif P2. Supposons que Cn ⊂ P2, C e´tant une courbe de degre´ d. Soit M la varie´te´ de
modules de faisceaux de dimension 1 contenant tous les fibre´s en droites de degre´ 0 sur les
courbes lisses de degre´ nd de P2. On a dim(M) = n2d2 + 1 (cf. [15], [16]). Les faisceaux du
type In,Z(k), ou` Z a knd points sont limites de faisceaux deM. E´tant donne´ que si In,Z ' In,Z′
alors Z = Z ′ (car Z est pre´cise´ment le lieu des points de C ou` In,Z n’est pas libre), les faisceaux
du type In,Z(k) (avec k fixe´ et #Z = knd) constituent une famille de dimension knd de faisceaux
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limites de M. On obtient donc des familles de dimension arbitrairement grande de faisceaux
limites de M.
1.3.2. Re´sultats ge´ne´raux - On calcule en 8.1 les dimensions de End(In,Z) et
Ext1On(In,Z , In,Z) . Cela permet d’obtenir, si Cn est plonge´e dans S (ou` S est le plan projectif P2
ou une surface K3), des informations sur les de´formations In,Z en tant que faisceau sur S. Soit
(Et)t∈T une telle de´formation, t0 ∈ T l’origine, tel que Et0 = In,Z . On a alors une application
canonique
ΘEt0 : Tt0T −→ H0(OS(nC))/〈σn〉
(ou` σ ∈ H0(OS(C)) est une e´quation de C) qui est en gros l’application tangente du morphisme
associant a` un point t de T la courbe support de Et. On de´montre en 8.1.5 le
The´ore`me : Si E est une de´formation comple`te de In,Z, l’application ΘEt0 induit un isomor-
phisme
Ext1OS(In,Z , In,Z)/Ext1OCn (In,Z , In,Z) ' V/〈σn〉,
ou` V ⊂ H0(OS(nC)) est l’espace des courbes passant par tous les points de Z.
Il est bien entendu possible d’obtenir In,Z comme limite de fibre´s en droites sur des courbes
lisses de S ne passant pas par Z. Le re´sultat pre´ce´dent indique que dans ce cas les courbes lisses
en question convergeront vers Cn avec une multiplicite´ > 1 de manie`re a` annuler l’application
tangente ΘEt0 .
1.3.3. Le cas des courbes doubles - On suppose maintenant que n = 2. Les seuls faisceaux
sans torsion sur C2 de rang ge´ne´ralise´ 1 sont les fibre´s en droites sur C. Les exemples les plus
simples de faisceaux sans torsion de rang ge´ne´ralise´ 2 sur Cn sont ceux qui sont quasi localement
libres. Ils sont de deux sortes : les fibre´s vectoriels de rang 2 sur C et les fibre´s en droites sur
C2 .
On montre en 8.2 qu’un faisceau sans torsion de rang ge´ne´ralise´ 2 qui n’est pas quasi localement
libre est isomorphe a` un faisceau du type IZ ⊗ L, ou` Z ⊂ C est un sous-sche´ma fini, IZ son
faisceau d’ide´aux sur C2 et L un fibre´ en droites sur Cn. Le sous sche´ma Z est unique, mais
pas le fibre´ en droites L.
De´formations des faisceaux de rang ge´ne´ralise´ 2 -
Les fibre´s en droites sur C2 ne peuvent e´videmment se de´former qu’en fibre´s en droites. Seuls
les fibre´s vectoriels de rang 2 sur C peuvent se de´former en faisceaux sans torsion de rang
ge´ne´ralise´ 2 d’un autre type. On de´montre dans le the´ore`me 7.2.3 qu’un fibre´ vectoriel de rang
2 sur C se de´forme en faisceau non concentre´ sur C si et seulement si il contient un fibre´ en
droites de degre´ suffisamment e´leve´.
Un fibre´ vectoriel de rang 2 sur C est donc la limite d’un nombre fini (e´ventuellement nul) de
familles de faisceaux d’index positif.
Dans ce qui suit on suppose pour simplifier les notations que C2 est plonge´e dans une surface
lisse S. Soit E un fibre´ vectoriel sur C. On montre en 7.2.1 que l’application canonique
Ext1O2(E,E) −→ Ext1OS(E,E)
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est un isomorphisme.
Soit Z ⊂ S un sous-sche´ma fini. On montre de meˆme en 7.1.1 que l’application canonique
Ext1O2(OZ ,OZ) −→ Ext1OS(OZ ,OZ)
est un isomorphisme. Les de´formations de OZ en tant que faisceau sur C2 sont les meˆmes que
ses de´formations en tant que faisceau sur S contenues dans C2.
Soit E = IZ ⊗ L un faisceau sans torsion de rang ge´ne´ralise´ 2 sur C2. Alors toutes les
de´formations de E proviennent de de´formations de OZ et de L (cf. 8.2.4).
1.4. Faisceaux quasi localement libres de rang ge´ne´ralise´ 3 sur les courbes doubles
Soient S une surface projective lisse irre´ductible et C ⊂ S une courbe projective lisse
irre´ductible. Soient C2 ⊂ S la courbe double associe´e, L = OC(−C) et l = − deg(L). On
suppose que l = C2 ≥ 1. Le genre de C est g = 1
2
(C2 +KSC) + 1 . On e´tudie dans 9.1 les
varie´te´s de modules de faisceaux quasi localement libres de rang ge´ne´ralise´ 3 sur C2.
Si E est un faiseau quasi localement libre de rang ge´ne´ralise´ 3 sur S, la premie`re filtration canon-
ique de E donne une suite exacte 0→ EE → E → FE → 0, ou` EE , FE sont des fibre´s vectoriels
sur C, EE e´tant de rang 1 et FE de rang 2. Soient ΦE : FE ⊗ L→ EE le morphisme canonique sur-
jectif, et ΓE = ker(ΦE)⊗ L∗ . On a aussi une autre suite exacte 0→ GE → E → EE ⊗ L∗ → 0,
ou` GE est le plus grand sous-faisceau de E de support C, qui est localement libre de rang 2 sur
C. On montre que les degre´s de EE , FE , GE , ΓE sont invariants par de´formation.
Soient γ,  des entiers tels que γ − l <  < γ . Soit Ms(, γ) l’ensemble des faisceaux E tels
que EE soit de degre´ , ΓE de degre´ γ, et que FE , GE soient stables. On montre que Ms(, γ)
est un ouvert non vide de la varie´te´ de modules M(3, 2+ γ + l) des faisceaux semi-stables
(au sens de Simpson) de rang ge´ne´ralise´ 3 et de degre´ ge´ne´ralise´ 2+ γ + l sur C2. On a
dim(Ms(, γ)) = 5g + 2l − 4 .
L’adhe´rence Ms(, γ) de Ms(, γ) dans M(3, 2+ γ + l) est une composante irre´ductible de
cette dernie`re. Il existe une autre composante MC(3, 2+ γ + l), celle qui est constitue´e des
fibre´s semi-stables sur C. Les varie´te´s Ms(, γ) rencontrent toutes MC(3, 2+ γ + l). J’ignore
si elles sont disjointes.
La varie´te´Ms(, γ) est non re´duite. La varie´te´ re´duite sous-jacenteMreds (, γ) est lisse. En tout
point E le conoyau de l’application canonique TMreds (, γ)E → TMs(, γ)E est canoniquement
isomorphe a` H0(L∗).
Pour des faisceaux de rang plus e´leve´, la situation est plus complique´e, car les rangs et degre´s
des gradue´s de la premie`re filtration canonique ne sont pas invariants par de´formation.
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2. Pre´liminaires
2.1. Courbes multiples
(cf. [2], [36], [18], [3]).
Soit X une varie´te´ alge´brique lisse connexe de dimension 3, et C ⊂ X une courbe lisse connexe.
On appelle courbe multiple de support C un sous-sche´ma de Cohen-Macaulay Y ⊂ X tel que
l’ensemble des points ferme´s de Y soit C. Autrement dit, Yred = C.
Soit n le plus petit entier tel que Y ⊂ C(n−1), C(k−1) de´signant le k-ie`me voisinage infinite´simal
de C, c’est-a`-dire IC(k−1) = IkC . On a une filtration C = C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y ou` Ci
est le plus grand sous-sche´ma de Cohen-Macaulay contenu dans Y ∩ C(i−1). On appelle n la
multiplicite´ de Y .
On dit que Y est primitive si pour tout point ferme´ x de C, il existe une surface S de X
contenant un voisinage de x dans Y et lisse en x. Dans ce cas, L = IC/IC2 est un fibre´ en
droites sur C et on a ICj/ICj+1 = Lj pour 1 ≤ j < n. Soit P ∈ C. Alors il existe des e´le´ments
x, y, t de mX,P (l’ide´al maximal de OX,P ) dont les images dans mX,P/m2X,P forment une base,
et que pour 1 ≤ i < n on ait ICi,P = (x, yi) .
Le cas le plus simple est celui ou` Y est contenue dans une surface lisse de X. Dans ce cas il
est meˆme inutile de mentionner la varie´te´ ambiente X, et on peut voir une courbe primitive
de Cohen-Macaulay comme une courbe multiple qui est une sous-varie´te´ ferme´e d’une surface
lisse.
Soient S une surface lisse, Y ⊂ S une courbe primitive de multiplicite´ n et C la courbe re´duite
associe´e. Soient P ∈ C et f ∈ OS,P une e´quation locale de C. Alors on a ICi,P = (f i) pour
0 ≤ j < n, en particulier IY,P = (fn), et L = OC(−C) .
2.2. Les Ext de faisceaux de´finis sur des sous-varie´te´s
Soient X une varie´te´ projective et Y ⊂ X une sous-varie´te´ ferme´e. Si j : Y → X est l’inclusion
et E un faisceau cohe´rent sur Y , on notera aussi souvent E le faisceau j∗(E) sur X.
2.2.1. Proposition : Soient E, F des faisceaux cohe´rents sur Y . Alors on a une suite exacte
canonique
0 −→ Ext1OY (F,E) −→ Ext1OX (F,E) −→ Hom(Tor1OX (F,OY ), E) −→ Ext2OY (F,E).
De´monstration. Soient OX(1) un fibre´ en droites tre`s ample sur X et OY (1) sa restriction a` Y .
Soient n0 > 0 un entier tel que F (n0) soit engendre´ par ses sections globales et M0 = H
0(F (n0)).
Soient F0 le noyau du morphisme canonique surjectif OX(−n0)⊗M0 → F , n1 un entier tel que
F1(n1) soit engendre´ par ses sections globales et M1 = H
0(F0(n1)). En continuant ce proce´de´
on obtient la re´solution localement libre de F
· · · OX(−n2)⊗M2 f2 // OX(−n1)⊗M1 f1 // OX(−n0)⊗M0 f0 // F // 0
En restreignant cette re´solution a` Y on obtient le complexe
· · · OY (−n2)⊗M2 fY 2 // OY (−n1)⊗M1 fY 1 // OY (−n0)⊗M0 fY 0 // F // 0
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Pour tout i ≥ 0, soient Xi = ker(fi), Yi = ker(fY i) . On a une suite exacte
0 // X0 // OX(−n0)⊗M0 f0 // F // 0
d’ou` on de´duit la suivante
0 // Tor1OX (F,OY ) // X0|Y
α // OY (−n0)⊗M0 f0Y // F // 0
On a donc une suite exacte
(∗) 0 // Tor1OX (F,OY ) // X0|Y // Y0 // 0
Posons M ′2 = H
0(Y1(n2)) . Rappelons que M2 = H0(X1(n2)) . Le morphisme
X1|Y → OY (−n1)⊗M1 de´duit de l’inclusion X1 ⊂ OX(−n1)⊗M1 est a` valeurs dans Y1. On
en de´duit une application line´aire naturelle Φ : M2 →M ′2 . On note
f ′2 : OY (−n2)⊗M ′2 → OY (−n1)⊗M1 la compose´e
OY (−n2)⊗M ′2 // Y1 
 // OY (−n1)⊗M1
de l’inclusion et de l’e´valuation. Alors on a un diagramme commutatif avec lignes exactes
OX(−n2)⊗M2 f2 //
r2⊗Φ

OX(−n1)⊗M1 f1 //
r1⊗IM1

OX(−n0)⊗M0 f0 //
r0⊗IM0

F // 0
OY (−n2)⊗M ′2
f ′2 // OY (−n1)⊗M1 f1Y // OY (−n0)⊗M0 f0Y // F // 0
ou` pour i = 0, 1, 2, ri : OX(−ni)→ OY (−ni) est le morphisme canonique. d’ou` le diagramme
commutatif
Hom(OY (−n0)⊗M0, E) F0 // Hom(OY (−n1)⊗M1, E) F1Y // Hom(OY (−n2)⊗M ′2, E)
tΦ⊗I

Hom(OX(−n0)⊗M0, E) F0 // Hom(OX(−n1)⊗M1, E) F1 // Hom(OX(−n2)⊗M2, E)
On peut supposer que n0 est suffisamment grand pour que Ext
1
OY (F,E) puisse se calculer a`
l’aide de la suite exacte du haut, c’est a` dire que Ext1OY (F,E) ' ker(F1Y )/ im(F0) . On de´duit
du diagramme pre´ce´dent une application line´aire
Θ : Ext1OY (F,E) = ker(F1Y )/ im(F0) −→ Ext1OX (F,E) = ker(F1)/ im(F0).
Montrons que Θ est injective. Soit α : OY (−n1)⊗M1 → E s’annulant sur im(f ′2), tel que le
morphisme induit α : OX(−n1)⊗M1 → E ait pour image 0 dans Ext1OX (F,E) . Cela signifie
que α se factorise par f1 :
α : OX(−n1)⊗M1 f1 // OX(−n0)⊗M0 γ // E
Par restriction a` Y on obtient la factorisation
α : OY (−n1)⊗M1 fY 1 // OY (−n0)⊗M0
γ|Y // E
qui prouve que l’image de α dans Ext1OY (F,E) est 0.
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Par de´finition de Θ on a coker(Θ) ' ker(F1)/ ker(F1Y ) . On a ker(F1Y ) = Hom(Y0, E) ,
ker(F1) = Hom(X0|Y , E) . D’apre`s la suite exacte (∗) on a donc une suite exacte
0 −→ coker(Θ) −→ Hom(Tor1OX (F,OY ), E) −→ Ext1OY (Y0, E).
D’apre`s le choix de n0 et la suite exacte 0→ Y0 → OY (−n0)⊗M0 → F → 0 on voit que
Ext1(Y0, E) ' Ext2OY (F,E) . Le fait que la suite exacte de la proposition 2.2.1 ne de´pend pas
du choix de la re´solution localement libre de F est laisse´ au lecteur. 
2.3. Varie´te´s de Brill-Noether
Les re´sultats qui suivent seront utilise´s en 9. Soit C une courbe projective irre´ductible lisse de
genre g ≥ 2. Pour tout entier d on note Jd la jacobienne des fibre´s en droites de degre´ d sur C
et Ms(2, d) la varie´te´ de modules des fibre´s stables de rang 2 et de degre´ d sur C, qui est une
varie´te´ alge´brique irre´ductible lisse de dimension 4g − 3. Soit
W 2,d0 = {E ∈Ms(2, d);h0(E) > 0},
qui est une sous-varie´te´ ferme´e de Ms(2, d). Si d ≤ 0 on a W 2,d0 = ∅, et si d ≥ 2g − 2 on a
W 2,d0 = Ms(2, d) . Si 0 < d ≤ 2g − 2, W 2,d0 est non vide, irre´ductible et de dimension 2g − 2 + d.
Soit G2,d0 la varie´te´ des paires de Brill-Noether (E, s), ou` E ∈Ms(2, d) et s est une droite de
H0(E). Si 0 < d ≤ 2g − 2, c’est une varie´te´ lisse irre´ductible de dimension 2g − 2 + d (cf. [7],
[26], [35]).
On note detd : Ms(2, d)→ Jd le morphisme associant a` un fibre´ stable E son de´terminant.
2.3.1. Proposition : Si d > 0, on a detd(W
2,d
0 ) = J
d .
De´monstration. Il suffit de traiter les cas d = 1, 2. En effet, il existe un entier δ > 0 tel que
d− 2δ soit e´gal a` 1 ou 2. Soit U ∈ Jδ tel que h0(U) > 0 . Alors W 2,d0 contient tous les fibre´s
du type E ⊗ U , avec E ∈ W 2,d−2δ0 . Donc detd(W 2,d0 ) contient tous les detd−2δ(E)⊗ U2. Si
detd−2δ(W
2,d−2δ
0 ) = J
d−2δ on a donc detd(W
2,d
0 ) = J
d .
Le cas d = 1 - Soit D ∈ J1 . On va montrer que D ∈ det1(W 2,10 ). On a h1(D∗) = g > 0,
donc il existe une extension non triviale 0→ OC → E → D → 0 . Alors E est stable : il
suffit de montrer que si U ∈ J1, alors Hom(U,E) = {0}. Supposons que Hom(U,E) 6= {0}.
On a Hom(U,E) ⊂ Hom(U,D), donc Hom(U,D) 6= {0}, donc U = D, et il existe une section
du morphisme E → D, ce qui est absurde car l’extension est non triviale. On a det(E) = D,
E ∈ W 2,10 , donc D ∈ det1(W 2,10 ).
Le cas d = 2 - Soit D ∈ J2 . On va montrer que D ∈ det2(W 2,20 ). On a h1(D∗) = g + 1 > 2.
Soit 0→ OC → E → D → 0 une extension non triviale. Supposons que E ne soit pas
stable. Alors il existe U ∈ J1 tel que Hom(U,E) 6= {0}. On a donc Hom(U,D) 6= {0},
et il existe donc un point x de C tel que U = D(−x). De plus, l’application canonique
Hom(D(−x), D) = C→ Ext1OC (D(−x),OC) est nulle. Soit σ ∈ H1(D∗) correspondant a`
l’extension pre´ce´dente. On a un carre´ commutatif
End(D) //
'

H1(D∗)
αx

Hom(D(−x), D) // H1(D∗(x))
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ou` les fle`ches horizontales proviennent de σ et les verticales de la section deOC(x). On en de´duit
que σ ∈ ker(αx). Puisque dim(ker(αx)) = 1 et h1(D∗) > 2 il existe σ0 ∈ H1(D∗) tel que pour
tout x ∈ C, σ0 6∈ ker(αx). Si 0→ OC → E0 → D → 0 est l’extension correspondante, le fibre´
E0 est stable d’apre`s ce qui pre´ce`de. On a det(E0) = D, E0 ∈ W 2,20 , donc D ∈ det2(W 2,20 ). 
3. Fibre´s vectoriels sur les courbes multiples
Soient Cn une courbe projective multiple primitive de multiplicite´ n > 1,
C = C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y la filtration canonique et L le fibre´ en droites sur C associe´ (cf.
2.1). On pose, pour 1 ≤ i ≤ n, Oi = OCi .
3.1. Prolongements de fibre´s vectoriels
3.1.1. The´ore`me : Si 1 ≤ i ≤ n, tout fibre´ vectoriel sur Ci peut se prolonger en fibre´ vectoriel
sur Cn.
De´monstration. On peut en raisonnant par re´currence supposer que i = n− 1. Soit I le faisceau
d’ide´aux de Cn−1 dans Cn. On a un isomorphisme de On-modules : I ' I|Cn−1 .
Soit E un fibre´ vectoriel sur Cn−1, de rang r. Il existe un recouvrement ouvert (Ui) de Cn−1
tel que chaque restriction E|Ui soit un fibre´ trivial. Soient λi : E|Ui ' On−1(Ui)⊗ Cr des
trivialisations, λij = λj ◦ λ−1i ∈ GL(r,On−1(Uij)) . Soient Λij ∈ GL(r,On(Uij)) une extension
de λij et ρijk = ΛjkΛij − Λik (e´le´ment de On(Uijk)⊗ End(Cr)). Alors les Λij de´finissent un
fibre´ vectoriel sur Cn si et seulement si les ρijk sont nuls. Leurs restrictions a` Cn−1 sont nulles,
donc on peut les conside´rer comme des e´le´ments de
End(On(Uijk)⊗ Cr)⊗ I = Hom(On−1 ⊗ Cr, I ⊗ Cr)(Uijk) .
Soit µijk = (λk)
−1ρijkλi , qui est un e´le´ment de Hom(E,E ⊗ I)(Uijk) . Pour obtenir une
extension de E a` Cn on peut remplacer les Λij par Λ
′
ij = Λij − βij , avec βij nul sur Cn−1 .
On peut donc conside´rer les βij comme des e´le´ments de Hom(Oi ⊗ Cr, I ⊗ Cr)(Uij). Soit
ρ′ijk = Λ
′
jkΛ
′
ij − Λ′ik . Alors on a ρ′ijk = ρijk − βjkΛij − Λjkβij + βik . Posons αij = (λj)−1βijλi,
qui est un e´le´ment de Hom(E,E ⊗ I)(Uij) . Alors on a ρ′ijk = 0 si et seulement si
(∗) µijk = αij + αjk − αik.
On a Λklρijk − ρijl + ρikl − ρjklΛij = 0 , d’ou` il de´coule que µijk − µijl + µikl − µjkl = 0 , c’est-
a`-dire que (µijk) est un cocycle associe´ au fibre´ vectoriel Hom(E,E ⊗ I) sur Cn−1 et au recou-
vrement (Ui). Comme Cn−1 est une courbe, on a H2(Hom(E,E ⊗ I)) = {0} , d’ou` l’existence
des αij satisfaisant l’e´galite´ (∗) et des βij de´finissant le prolongement voulu de E. 
3.1.2. Re´solutions canoniques - On suppose que Cn s’e´tend en une courbe primitive Cn+1 de
multiplicite´ n+ 1. Soit On+1 = OCn+1 . Le faisceau d’ide´aux Ln de C dans Cn+1 est un On-
module localement libre de rang 1. D’apre`s le the´ore`me 3.1.1, on peut le prolonger en un fibre´
en droites sur Cn+1, note´ L. Si 1 ≤ p ≤ n, Lpn est le faisceau d’ide´aux de Cp dans Cn+1, c’est
un On+1−p-module libre de rang 1, et on a Lpn = Lp|Cn+1−p . Soit µp : Lp → On+1 le morphisme
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compose´ Lp → Lp|Cn+1−p = Lpn ⊂ On+1. On a alors, pour 1 ≤ i ≤ n une re´solution localement
libre canonique de Oi
· · · // L2(n+1) µn+1−i // Ln+1+i µi // Ln+1 µn+1−i // Li µi // On+1 // Oi
Soit En+1 un fibre´ vectoriel sur Cn+1, En sa restriction a` Cn et EC sa restriction a` C. On a une
suite exacte canonique sur Cn+1
0 −→ En ⊗ L −→ En+1 −→ EC −→ 0 .
D’apre`s la suite spectrale des Ext (cf. (cf. [10], 7.3), on a une suite exacte
0 −→ H1(Hom(EC , En ⊗ L)) −→ Ext1On+1(EC , En ⊗ L) −→ H0(Ext1On+1(EC , En ⊗ L)) −→ 0.
3.1.3. Lemme : Les faisceaux Hom(EC , En ⊗ L) et Ext1On+1(EC , En ⊗ L) sont de support C
et on a des isomorphismes canoniques
Hom(EC , En ⊗ L) ' E∗C ⊗ EC ⊗ Ln, Ext1On+1(EC , En ⊗ L) ' E∗C ⊗ EC .
De´monstration. De la re´solution pre´ce´dente de OC = O1 on de´duit la re´solution localement
libre de EC
· · · // En+1 ⊗ Ln+1
IEn+1⊗µn // En+1 ⊗ L
IEn+1⊗µ1 // En+1 // EC
d’ou` de´coule aise´ment le lemme. 
On a donc une suite exacte
0 // H1(E∗C ⊗ EC ⊗ Ln) // Ext1On+1(EC , En ⊗ L)
pi // End(EC) // 0.
3.1.4. Corollaire : Soit 0→ En ⊗ L→ F → EC → 0 une extension correspondant a`
σ ∈ Ext1On+1(EC , En ⊗ L). Alors F est localement libre si et seulement si pi(σ) est un auto-
morphisme.
De´monstration. L’assertion est locale. Il suffit donc de montrer que si P ∈ C et si
0 −→ On−1,P ⊗ Cn −→M −→ OC,P ⊗ Cn −→ 0
est une suite exacte de On,P -modules, alors M est libre si et seulement si l’e´le´ment associe´
de Ext1On,P (On−1,P ⊗ Cn,OC,P ⊗ Cn) ' End(Cn)⊗OC,P est un automorphisme, ce qui est
aise´. 
3.1.5. Le cas des fibre´s en droites - On suppose ici que deg(L) < 0. Soient Dn un fibre´ en
droites sur Cn, DC = Dn|C . On a alors une suite exacte
0 // H1(Ln) // Ext1On+1(DC , Dn ⊗ L)
pi // C // 0 .
L’ensemble PDn des prolongements de Dn a` Cn+1 s’identifie a` pi
−1(1), espace affine isomorphe
a` H1(Ln). En particulier, conside´rons POn , le groupe des fibre´s en droites sur Cn+1 donc la
restriction a` Cn est le fibre´ trivial. La bijection POn ' H1(Ln) de´finie par le prolongement
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On+1 de On est un morphisme de groupes abe´liens (on peut le voir par exemple en utilisant la
de´monstration du the´ore`me 3.1.1).
3.2. Groupe de Picard de Cn
Soit X une varie´te´ alge´brique. Rappelons qu’on appelle groupe de Picard de X une varie´te´
alge´brique, note´e habituellement Pic(X), munie d’un fibre´ en droites L sur Pic(X)×X, appele´
fibre´ de Poincare´, tels que pour toute famille plate D de fibre´s en droites sur X, parame´tre´e
par une varie´te´ alge´brique T , il existe un unique morphisme fD : T → Pic(X) et un fibre´ en
droites L sur T tel que
D ' (fD × IX)∗(L)⊗ p∗T (L),
(pT de´signant la projection T ×X → T ). S’il existe, Pic(X) est unique a` isomorphisme pre`s,
et L est unique a` un fibre´ en droites sur Pic(X) pre`s. L’ensemble des points ferme´s de Pic(X)
s’identifie avec celui des classes d’isomorphisme de fibre´s en droites sur X.
3.2.1. The´ore`me : On suppose que deg(L) < 0. Soit n ≥ 1 un entier. Alors il existe un
groupe de Picard pour Cn.
De´monstration. On construit Pic(Cn) et le fibre´ de Poincare´ Ln sur Pic(Cn)× Cn par
re´currence sur n. Ils sont e´videmment bien connus pour n = 1. Supposons que n > 1 et
que Pic(Cn−1) et Ln−1 existent. On peut voir ce dernier comme un faisceau cohe´rent sur
Pic(Cn−1)× Cn. On note p : Pic(Cn−1)× Cn → Cn, q : Pic(Cn−1)× S → Pic(Cn−1) les pro-
jections.
Soient Ln−1 le faisceau d’ide´aux de C dans Cn, et L un prolongement de Ln−1 a` Cn. Le faisceau
Ext1 relatif sur Pic(Cn−1), E = Ext1q(Ln−1 ⊗ p∗(OC),Ln−1 ⊗ p∗(L)) est localement libre. Pour
tout x ∈ Pic(Cn−1) on a Ex = Ext1On(Ln−1,x|C ,Ln−1,x ⊗ L) . On a vu qu’on avait une suite
exacte canonique
0 // H1(Ln−1) // Ext1On(Ln−1,x|C ,Ln−1,x ⊗ L)
pix // End(Ln−1,x) = C // 0 .
On a donc un morphisme surjectif E → OPic(Cn−1) . On prend Pic(Cn) = pi−1(1) et Ln est une
extension universelle. Les de´tails de la de´monstration sont laisse´s au lecteur. 
3.3. Description de Pic(Cn)
On suppose que deg(L) < 0. Comme dans le cas des courbes lisses, les composantes irre´ductibles
de Pic(Cn) sont de´finies par le degre´ : ce sont les varie´te´s Pic
i(Cn), i ∈ Z des fibre´s en droites
sur Cn dont la restriction a` C est de degre´ i.
Rappelons que pour tout fibre´ en droites Dn−1 sur Cn−1, PDn−1 de´signe l’ensemble des pro-
longements de Dn−1 a` Cn. On a une suite exacte de groupes abe´liens
0 −→ POn−1 ' H1(Ln−1) −→ Pic(Cn) −→ Pic(Cn−1) −→ 0
(cf. 3.1.5). Soit Pn ⊂ Pic(Cn) le sous-groupe des fibre´s en droites dont la restriction a` C est le
fibre´ trivial. On a une filtration 0 = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn−1 = Pn telle que pour 1 ≤ i ≤ n− 1,
on ait Gi/Gi−1 ' H1(Li) (Gi est le groupe des fibre´s en droites dont la restriction a` Ci est
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triviale). Il de´coule de [29], chap. VII, 7, corollaire, que Pn est isomorphe a` un produit de
groupes Ga, c’est-a`-dire un C-espace vectoriel de dimension finie.
On a donc une suite exacte
0 −→ Pn −→ Pic(Cn) −→ Pic(C) −→ 0
et on obtient un re´sultat analogue a` ce que l’on observe lorsqu’on calcule le groupe de Picard
d’une courbe inte`gre en fonction de celui de sa normalise´e (cf. [28], [29]).
4. Invariants des faisceaux cohe´rents sur les courbes multiples
Soient Cn une courbe projective multiple primitive de multiplicite´ n > 1 et
C = C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ Cn sa filtration canonique. Soient L le fibre´ en droites associe´ sur C, IC
le faisceau d’ide´aux de C dans Cn et gC le genre de C.
On pose, pour 1 ≤ i ≤ n, Oi = OCi , et O0 = 0, ce sont des faisceaux cohe´rents sur Cn.
Soient P ∈ C, z ∈ On,P une e´quation locale de C, et x ∈ On,P au dessus d’un ge´ne´rateur de
l’ide´al maximal de OC,P .
4.1. Filtrations canoniques, rang, degre´ et fonction caracte´ristique
Soient M un On,P -module de type fini et E un faisceau cohe´rent sur Cn.
4.1.1. Premie`re filtration canonique - On de´finit la filtration canonique de M : c’est la filtration
Mn+1 = {0} ⊂Mn ⊂ · · · ⊂M2 ⊂M1 = M
telle que pour 1 ≤ i ≤ n, Mi+1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif
Mi →Mi ⊗On,P OC,P . On a donc
Mi/Mi+1 = Mi ⊗On,P OC,P , M/Mi+1 ' M ⊗On,P Oi,P , Mi+1 = ziM.
Le gradue´
Gr(M) =
n⊕
i=1
Mi/Mi+1 =
n⊕
i=1
zi−1M/ziM
est un OC,P -module. Les proprie´te´s suivantes sont imme´diates : si 1 < i ≤ n
- on a Mi = {0} si et seulement si M est un Oi−1,P -module,
- Mi est un On+1−i,P -module, et sa filtration canonique est {0} ⊂Mn ⊂ · · · ⊂Mi+1 ⊂Mi ,
- tout morphisme de On,P -modules envoie la premie`re filtration canonique du premier module
sur celle du second.
On de´finit de meˆme la premie`re filtration canonique de E : c’est la filtration
En+1 = 0 ⊂ En ⊂ · · · ⊂ E2 ⊂ E1 = E
telle que pour 1 ≤ i ≤ n, Ei+1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif Ei → Ei|C . On
a donc Ei/Ei+1 = Ei|C , E/Ei+1 = E|Ci . Le gradue´ Gr(E) est un OC-module. Les proprie´te´s
suivantes sont imme´diates : si 1 < i ≤ n
- on a Ei = I i−1C E , et donc Gr(E) =
⊕n−1
j=0 IjCE/Ij+1C E .
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- on a Ei = 0 si et seulement si E est un faisceau sur Ci−1,
- Ei est un faisceau sur Cn+1−i, et sa filtration canonique est 0 ⊂ En ⊂ · · · ⊂ Ei+1 ⊂ Ei .
- tout morphisme de faisceaux cohe´rents sur Cn envoie la premie`re filtration canonique du
premier sur celle du second.
Exemples : 1 - Si E = Om, 1 ≤ m ≤ n, on a Ei/Ei+1 = OC ⊗ Li−1 pour 1 ≤ i ≤ m, et Ei = 0
si i > m.
2 - Si E est le faisceau d’ide´aux du point P ∈ C on a Ei/Ei+1 = (OC(−P )⊗ Li−1)⊕ CP si
1 ≤ i < n, et En = OC(−P )⊗ Ln−1 .
4.1.2. Seconde filtration canonique - On de´finit la seconde filtration canonique de M : c’est la
filtration
M (n+1) = {0} ⊂M (n) ⊂ · · · ⊂M (2) ⊂M (1) = M
avec M (i) =
{
u ∈M ; zn+1−iu = 0} . Si Mn+1 = {0} ⊂Mn ⊂ · · · ⊂M2 ⊂M1 = M est la
(premie`re) filtration canonique de M on a Mi ⊂M (i) pour 1 ≤ i ≤ n. Le gradue´
Gr2(M) =
n⊕
i=1
M (i)/M (i+1)
est un OC,P -module. Les proprie´te´s suivantes sont imme´diates : si 1 < i ≤ n
- M (i) est un On+1−i,P -module, et sa filtration canonique est
{0} ⊂M (n) ⊂ · · · ⊂M (i+1) ⊂M (i) ,
- tout morphisme de On,P -modules envoie la seconde filtration canonique du premier module
sur celle du second.
On de´finit de meˆme la seconde filtration canonique de E :
E (n+1) = {0} ⊂ E (n) ⊂ · · · ⊂ E (2) ⊂ E (1) = E .
Le gradue´ Gr2(E) est un OC-module. Les proprie´te´s suivantes sont imme´diates : si 1 < i ≤ n
- E (i) est un faisceau sur Cn+1−i, et sa filtration canonique est 0 ⊂ E (n) ⊂ · · · ⊂ E (i+1) ⊂ E (i) ,
- tout morphisme de faisceaux cohe´rents sur Cn envoie la seconde filtration canonique du premier
sur celle du second.
Exemples : 1 - Si E = Om, 1 ≤ m ≤ n, on a E (i)/E (i+1) = OC ⊗ Li+m−n−1 pour
n−m+ 1 ≤ i ≤ n, et Ei = Om si i ≤ n−m+ 1.
2 - Si E est le faisceau d’ide´aux du point P ∈ C on a E (i)/E (i+1) = Li−1 si 2 ≤ i ≤ n, et
E (1)/E (2) = OC(−P ) .
4.1.3. Rang - L’entier R(M) = rg(Gr(M)) s’appelle le rang ge´ne´ralise´ de M .
L’entier R(E) = rg(Gr(E)) s’appelle le rang ge´ne´ralise´ de E . On a donc R(E) = R(EP ) pour
tout P ∈ C.
Exemple : Si E est localement libre, on a R(E) = n.rg(E) . Si le support de E est contenu
dans C (c’est-a`-dire que E est un faisceau cohe´rent sur C vu comme faisceau sur Cn), on a
R(E) = rg(E|C) .
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4.1.4. Degre´ - L’entier Deg(E) = deg(Gr(E)) s’appelle le degre´ de E .
Si R(E) > 0 on pose µ(E) = Deg(E)/R(E) et on appelle ce nombre la pente de E .
Exemple : Si E est localement libre, on a
Deg(E) = n. deg(E|C) + n(n− 1)
2
rg(E|C) deg(L).
Si le support de E est contenu dans C (c’est-a`-dire que E est un faisceau cohe´rent sur C vu
comme faisceau sur Cn), on a Deg(E) = deg(E|C) .
4.1.5. Fonctions caracte´ristiques - Soit M un On,P -module de type fini,
Mn+1 = {0} ⊂Mn ⊂ · · · ⊂M2 ⊂M1 = M
sa filtration canonique. On associe a` M sa fonction caracte´ristique, c’est la fonction line´aire
par morceaux
F (M) : [0, n] // N
k ∈ {0, . . . , n}  // R(Mn+1−k) =
n∑
i=n+1−k
rg(Mi/Mi+1)
Si E est un faisceau cohe´rent sur Cn, on de´finit de meˆme sa fonction caracte´ristique F (E).
On de´finit de meˆme la seconde fonction caracte´ristique de M ou de E , a` partir de leur seconde
filtration canonique.
Plus ge´ne´ralement a` toute filtration σ de M dont les gradue´s sont des OC,P -modules est associe´e
de manie`re e´vidente une fonction caracte´ristique FM(σ) .
4.1.6. Proprie´te´s des filtrations canoniques et des fonctions caracte´ristiques - Les
de´monstrations des re´sultats suivants sont faciles et laisse´es au lecteur.
1 - La fonction caracte´ristique d’un On,P -module de type fini ou d’un faisceau cohe´rent sur Cn
est une fonction convexe.
2 - La seconde fonction caracte´ristique d’un On,P -module de type fini ou d’un faisceau cohe´rent
sur Cn est une fonction concave.
3 - Fonction caracte´ristique ge´ne´rique. Soient N un entier positif, N = pn+m, avec
0 ≤ m < n, et M0 = pOn,P ⊕Om,P (resp. E0 = pOn ⊕Om), qui est de rang ge´ne´ralise´ N . Soit
M un On,P -module (resp. E un faisceau cohe´rent sur Cn) de rang ge´ne´ralise´ N . Alors on a
F (M) ≤ F (M0) (resp. F (E) ≤ F (E0)).
4 - Soient M un On,P -module de type fini et σ une filtration de M dont les gradue´s sont des
OC,P -modules. Alors on a FM(σ) ≥ F (M) , avec e´galite´ si et seulement si σ est la filtration
canonique de M .
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4.2. The´ore`me de Riemann-Roch ge´ne´ralise´
4.2.1. The´ore`me : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors on a
χ(E) = Deg(E) +R(E)(1− gC).
Cela de´coule e´videmment du the´ore`me de Riemann-Roch habituel sur C et des de´finitions de
R(E) et Deg(E).
4.2.2. Polynoˆme de Hilbert - Soient On(1) un fibre´ en droites tre`s ample sur Cn, OC(1) sa
restriction a` C et δ = deg(OC(1)). Si E est un faisceau cohe´rent sur Cn et m un entier, on pose
comme d’habitude On(m) = On(1)⊗m, E(m) = E ⊗OCn On(m), et si F est un faisceau cohe´rent
sur C, F(m) = F ⊗OC OC(m). On a un isomorphisme canonique Gr(E(m)) ' Gr(E)(m) , d’ou`
on de´duit imme´diatement R(E(m)) = R(E) , Deg(E(m)) = Deg(E) +R(E)δm . Le polynoˆme
PE(X) = Deg(E) +R(E)(1− gC) +R(E)δ ·X
s’appelle le polynoˆme de Hilbert de E . On a donc PE(m) = χ(E(m)) pour tout entier m.
4.3. Proprie´te´s du rang et du degre´ ge´ne´ralise´s
Soit M un On,P -module de type fini. Si la limite
lim
p→∞
(
1
p
dimC(M ⊗On,P On,P/(xp))
)
existe et est finie, on note R0(M) sa valeur, et on dit que R0(M) est de´fini.
4.3.1. The´ore`me : Soit M un On,P -module de type fini. Alors R0(M) est de´fini et on a
R0(M) = R(M) .
De´monstration. Traitons d’abord le cas ou` M est unOC,P -module. On a alors M ' T ⊕ rOC,P ,
T e´tant le sous-module de torsion de M et r = rg(M) = R(M). Puisque T est de type fini il
existe un entier p0 > 0 tel que T soit annule´ par x
p0 . On a donc si p ≥ p0
dimC(M ⊗On,P On,P/(xp)) = dimC(T ) + rp , et le the´ore`me en de´coule imme´diatement.
Montrons maintenant que si 0→M ′ →M →M ′′ → 0 est une suite exacte de On,P -modules
de type fini et si le the´ore`me 4.3.1 est vrai pour deux des modules M ′, M , M ′′, alors il est vrai
pour le troisie`me. Pour tout p > 0 on a une suite exacte
Tor1(M ′′,On,P/(xp)) −→M ′ ⊗On,P/(xp) −→M ⊗On,P/(xp) −→M ′′ ⊗On,P/(xp) −→ 0.
Il existe un entier N tel que pour tout q > 0 on ait dimC(Tor
1(M ′′,On,P/(xq))) ≤ N . Pour le
voir on conside`re la re´solution de On,P/(xp)
0 // On,P ×x
p
// On,P // On,P/(xp).
Il en de´coule que Tor1(M ′′,On,P/(xp))) est isomorphe au sous-module M ′′p de M ′′ des e´le´ments
annule´s par xp. On a M ′′1 ⊂M ′′2 ⊂ · · · ⊂M ′′p ⊂M ′′p+1 ⊂ · · · Puisque M est noe´the´rien, cette
suite stationnaire, d’ou` le re´sultat.
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On a donc
0 ≤ dimC(M ′ ⊗On,P/(xp)) + dimC(M ′′ ⊗On,P/(xp))− dimC(M ⊗On,P/(xp)) ≤ N,
et l’assertion en de´coule imme´diatement. On en de´duit aussi que si M a une filtration finie
dont tous les gradue´s posse`dent la proprie´te´ du the´ore`me 4.3.1, alors il en est de meˆme de M
(de´monstration par re´currence sur la longueur de la filtration).
Pour achever la de´monstration du the´ore`me 4.3.1, on utilise la filtration canonique de M . Ses
gradue´s sont des OC,P -modules, donc le the´ore`me 4.3.1 est vrai pour eux. Il est donc ve´rifie´
aussi pour M . 
4.3.2. Corollaire : 1 - Soit 0→M ′ →M →M ′′ → 0 une suite exacte de On,P -modules de
type fini. Alors on a R(M) = R(M ′) +R(M ′′) .
2 - Soit 0→ E → F → G→ 0 une suite exacte de faisceaux cohe´rents sur Cn. Alors on a
R(F ) = R(E) +R(G) , Deg(F ) = Deg(E) + Deg(G) .
De´monstration. La de´monstration de 1- est contenue dans celle du the´ore`me 4.3.1. On en de´duit
l’assertion de 2- sur les rangs ge´ne´ralise´s. Celle concernant les degre´s de´coule du the´ore`me de
Riemann-Roch ge´ne´ralise´ et du fait que χ(F ) = χ(E) + χ(G) . 
4.3.3. Proposition : 1 - Le rang ge´ne´ralise´ des On,P -modules de type fini est invariant par
de´formation.
2 - Le rang et le degre´ ge´ne´ralise´s des faisceaux cohe´rents sur Cn sont invariants par
de´formation.
La seconde assertion signifie que si E est une famille plate de faisceaux cohe´rents sur Cn
parame´tre´e par une varie´te´ alge´brique S, et si s0 ∈ S est un point ferme´, il existe un ou-
vert U ⊂ S contenant s0 tel que pour tout point ferme´ s de U ont ait R(Es) = R(Es0) et
Deg(Es) = Deg(Es0). Pour de´montrer 2- on utilise le fait que le polynoˆme de Hilbert des fais-
ceaux cohe´rents (cf. 4.3) est invariant par de´formation, et 1- peut se de´duire de 2-.
4.3.4. Remarque : Le rang habituel d’un faisceau cohe´rent E sur Cn est de´fini de la fac¸on
suivante : pour tout point P de C, soit rP le nombre minimal de ge´ne´rateurs du On,P -
module EP . Alors il existe un ouvert non vide U de C sur lequel rP prend sa valeur mini-
male. La valeur de rP en les points de U est le rang de E . Il est note´ rg(E). Pour ce rang,
on va montrer par un exemple que les propositions 4.3.2 et 4.3.3 sont fausses. Supposons
pour simplifier que Cn soit plonge´e dans une surface. soient p, q des entiers positifs tels que
p+ q ≤ n. Alors on a une suite exacte canonique 0→ Op(−qC)→ Op+q → Oq → 0 . Mais
on a rg(Op(−qC)) = rg(Op+q) = rg(Oq) = 1 , ce qui contredit la proposition 4.3.2. D’autre
part, l’extension pre´ce´dente montre que Op+q est une de´formation de Op(−qC)⊕Oq, ce qui
contredit la proposition 4.3.3.
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5. Faisceaux quasi localement libres
On reprend les notations de 4.
5.1. Modules quasi libres et faisceaux cohe´rents quasi localement libres
Soit M un On,P -module de type fini. On dit que M est quasi libre s’il existe des entiers
m1, . . . ,mn non ne´gatifs et un isomorphisme M '
⊕n
i=1miOi,P .
5.1.1. Lemme : Les entiers m1, . . . ,mn sont uniquement de´termine´s.
De´monstration. Posons M =
⊕n
i=1miOi,P =
⊕n
i=1miOn,P/(zi) . Alors on a, pour 0 ≤ i < n,
dimC(z
iM/(zi, x)M) = mi+1 + 2mi+2 + · · ·+ (n− i)mn , ce qui permet de retrouver les mi a`
partir de M . 
On dit alors que M est de type (m1, . . . ,mn). On a R(M) =
n∑
i=1
i.mi .
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. On dit que E est quasi localement libre en un point P de C
s’il existe un ouvert U de Cn contenant P et des entiers non ne´gatifs m1, . . . ,mn tels que pour
tout point Q de U , En,Q soit quasi localement libre de type m1, . . . ,mn. Les entiers m1, . . . ,mn
sont uniquement de´termine´s d’apre`s le lemme pre´ce´dent, ne de´pendent que de E , et on dit que
(m1, . . . ,mn) est le type de E .
On dit que E est quasi localement libre s’il l’est en tout point de Cn.
5.1.2. Extensions de modules quasi libres (ou de faisceaux quasi localement libres) - Il est
e´vident qu’un somme directe finie de modules quasi libres (resp. de faisceaux quasi localement
libres) est quasi libre (resp. quasi localement libre). Mais il est faux qu’une extension de
modules quasi libres (ou de faisceaux quasi localement libres) le soit. Par exemple soit IP
l’ide´al (x, z) ⊂ On,P . On a une suite exacte
0 // On−1,P i // IP p // OC,P // 0,
ou` i est de´fini par i(1) = z, et p par p(ax+ bz) = a, a de´signant l’image de a dans OC,P .
Cependant (x, z) n’est pas quasi libre, car IP ⊗On,P OC,P ' OC,P ⊕ CP n’est pas libre.
5.1.3. The´ore`me : Soit M un On,P -module de type fini. Alors M est quasi libre si et seulement
si Gr(M) est un OC,P -module libre.
De´monstration. Il est clair que si M est quasi libre, alors les termes de Gr(M) sont libres.
Re´ciproquement, supposons que Gr(M) soit libre. Alors les termes de Gr(M) sont libres, car
sinon l’un d’entre eux aurait un sous-module de torsion non nul et il en serait de meˆme de
Gr(M). On de´montre que M est quasi libre par re´currence sur n, le re´sultat e´tant trivial si
n = 1. Supposons donc que n > 1 et le re´sultat vrai pour n− 1. Alors M2 est un On−1,P -
module de type fini dont le gradue´ est ⊕ni=2Mi/Mi+1, et ses termes sont donc libres. D’apre`s
l’hypothe`se de re´currence, M2 est quasi libre, donc il existe des entiers m1, . . . ,mn−1 tels que
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M2 '
⊕n−1
i=1 miOi,P . D’autre part, il existe un entier m tel que M/M2 = mOC,P . On a donc
une extension
0 −→
n−1⊕
i=1
miOi,P −→M −→ mOC,P −→ 0.
Posons M2C = M2 ⊗On,P OC,P .
D’apre`s la construction bien connue des extensions et la re´solution canonique de OC,P
· · · On,P ×z
n−1
// On,P ×z // On,P // OC,P
l’extension pre´ce´dente provient d’un morphisme φ : mOn,P →M2 s’annulant sur zn−1(mOn,P ),
ce qui est le cas de tous les morphismes, puisque M2 est un On−1,P -module. Plus pre´cise´ment
M est isomorphe au conoyau de φ⊕ (×z) : mOn,P/(zn−1)→M2 ⊕mOn,P .
Le morphisme φ est unique a` un morphisme m.zOn,P →M2 pre`s, c’est-a`-dire que l’extension
est en fait de´termine´e par l’e´le´ment de mM2C induit par φ.
Montrons que φ est surjectif. Soit η = (φ, z) : mOn,P →M2 ⊕mOn,P . Alors on a
M ' coker(η), la projection p : M → mOC,P e´tant induite par M2 ⊕mOn,P → mOn,P et
l’inclusion M2 ⊂M par M2 ⊂M2 ⊕mOn,P . Puisque mOC,P = M|C , on a ker(p) = zM .
Si a ∈M2, b ∈ mOn,P , on note (a, b) l’image de (a, b) dans M . Alors on a p((a, b)) = 0 si et
seulement si b est de la forme b = zβ. La condition M2 = zM implique que pour tous a ∈M2 et
β ∈M2 il existe γ ∈M2 et α ∈ mOn,P tels que (a, zβ) = (zγ, zα), et donc il existe v ∈ mOn,P
tel que (a, zβ) = (zγ + φ(v), z(α + v)) . Il en de´coule que im(φ) + zM2 = M2, donc
im(φ) + z(im(φ) + zM2) = im(φ) + z
2M2 = M2.
On obtient de meˆme im(φ) + zrM2 = M2 pour tout r > 0, et en prenant r = n− 1, on voit
que im(φ) = M2, c’est-a`-dire que φ est surjectif.
Puisque l’extension est de´termine´e par l’e´le´ment de mM2C induit par φ, on peut supposer que φ
provient d’applications line´aires φi : Cm → Cmi dont la somme Cm → ⊕n−1i=1 Cmi est surjective.
On se rame`ne donc au cas ou` on a une de´composition Cm = Ck ⊕
(
⊕n−1i=1 Cmi
)
, et ou` φi est la
projection. Il en de´coule que M est isomorphe a` la somme directe de kOC,P et des extensions
0 −→ miOi,P −→ Ni −→ miOC,P −→ 0
de´finies par l’identite´ Cmi → Cmi . Il est aise´ de voir que Ni = miOi+1,P . On obtient finalement
M ' kOC,P ⊕
(
⊕n−1i=1 miOi+1,P
)
, ce qui de´montre le the´ore`me. 
5.1.4. Corollaire : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors E est quasi localement libre si
et seulement si tous les termes de Gr(E) sont localement libres sur C.
5.1.5. Remarques : 1 - Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors Gr2(E), le gradue´ de la
seconde filtration canonique de E , est localement libre si E est quasi localement libre. Mais la
re´ciproque est fausse : le faisceau d’ide´aux d’un point de C n’est pas quasi localement libre,
mais le gradue´ de sa seconde filtration canonique est localement libre.
2 - Il de´coule aise´ment de la de´monstration du the´ore`me 5.1.3 que si E est de type (m1, . . . ,mn)
et quasi libre en P , alors il existe un ouvert U de Cn contenant P tel que E|U '
⊕n
i=1 miOi|U .
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Du the´ore`me 5.1.3 de´coule imme´diatement le suivant, qui donne la structure ge´ne´rique des
faisceaux cohe´rents sur Cn :
5.1.6. The´ore`me : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors il existe un ouvert non vide U
tel que E soit quasi localement libre en tout point de U .
5.2. Morphismes de modules quasi libres et morphismes de faisceaux cohe´rents quasi
localement libres
5.2.1. The´ore`me : 1 - Soient M , F des On,P -modules quasi libres et f : M → F un mor-
phisme surjectif. Alors ker(f) est quasi libre.
2 - Soient E, F des faisceaux cohe´rents quasi localement libres sur Cn et φ : E → F un mor-
phisme surjectif. Alors ker(φ) est quasi localement libre.
De´monstration. On ne de´montrera que 1-, 2- s’en de´duisant aise´ment.
E´tape 1 - On suppose d’abord que F est un OC,P -module libre. On va se ramener au cas ou`
zn−1M = {0}. Soit N = ker(f). Le morphisme f se factorise par MC = M ⊗On,P OC,P (vu
comme On,P -module) :
f : M // // MC
f // // F
On peut donc supposer que F est un quotient libre de MC . Posons
M =
n⊕
i=1
Mi ⊗C Oi,P , F = F1 ⊗C OC,P ,
ou`M1, . . . ,Mn, F1 sont des C-espaces vectoriels de dimension finie. Les e´le´ments deM sont donc
des sommes w1 + · · ·+ wn, avec wi ∈Mi ⊗C Oi,P . On note wi l’image de wi dans Mi ⊗C OC,P .
Le morphisme f provient d’une application line´aire f :
⊕n
i=1Mi → F1 . Soit N son noyau. On
a
N =
{
w1 + · · ·+ wn ∈M ; w1 + · · ·+ wn ∈ N
}
.
Soit Nn ⊂Mn l’image de la projection N →Mn. D’apre`s la description pre´ce´dente on a
zn−1N = Nn ⊗C (zn−1On,P ) ⊂ Mn ⊗C (zn−1On,P ) = zn−1M.
Soit N ′n ⊂Mn un sous-espace vectoriel supple´mentaire de Nn. On a
M/zn−1N = (M1⊗CO1,P )⊕· · ·⊕(Mn−2⊗COn−2,P )⊕
(
(Mn−1⊕Nn)⊗COn−1,P )
)⊕(N ′n⊗COn,P ),
donc M/zn−1N est quasi libre. Supposons que l’on puisse prouver le re´sultat si zn−1N = {0}.
Si zn−1N 6= {0}, on en de´duit que N/zn−1N est quasi libre : on voit aise´ment que c’est le noyau
d’un morphisme surjectif de M/zn−1N dans un OCP -module libre. Donc d’apre`s le the´ore`me
5.1.3 Gr(N/zn−1N) est libre. On a Gr(N) = Gr(N/zn−1N)⊕ zn−1N , donc Gr(N) est libre,
et d’apre`s le the´ore`me 5.1.3 N est quasi libre.
E´tape 2 - On suppose toujours que F est un OC,P -module libre. D’apre`s l’e´tape 1 il suffit de
traiter le cas ou` zn−1N = {0}. On de´montre que N est quasi libre par re´currence sur n. C’est
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e´vident si n = 1. Supposons que n > 1 et que ce soit vrai pour n− 1. On a N ⊂M1 ⊕ · · ·Mn−1,
et on peut supposer que F =
(
(M1 ⊕ · · ·Mn−1)/N
)⊕Mn . Soient
f ′ : (M1 ⊗C O1,P )⊕ · · · ⊕ (Mn−1 ⊗C On−1,P ) −→ F ′ =
(
(M1 ⊕ · · ·Mn−1)/N
)⊗C OC,P
et N ′ = ker(f ′). Alors f ′ est surjectif et N = N ′ ⊕ (Mn ⊗C On−1,P ). D’apre`s l’hypothe`se de
re´currence N ′ est quasi libre, donc il en est de meˆme pour N . Le the´ore`me 5.2.1 est donc
de´montre´ dans les cas ou` F est un OC,P -module.
E´tape 3 - On traite maintenant le cas ge´ne´ral, par re´currence sur le plus petit entier m tel que F
soit un Om,P -module, c’est-a`-dire tel que zmF = {0}. Le cas m = 1 a de´ja` e´te´ traite´. Supposons
que m > 1 et que ce soit vrai pour m− 1. Soient N = ker(f), X le noyau du morphisme
canonique F → FC = F ⊗On,P OC,P et N0 le noyau du morphisme compose´ surjectif
M
f // // F // // FC .
On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes
0

0

X

0 // N //

M
f // F //

0
0 // N0 //

M // FC //

0
X

0
0
D’apre`s l’e´tape 2, N0 est quasi libre, et d’apre`s l’hypothe`se de re´currence et la suite exacte
verticale de gauche, N est quasi libre. Ceci ache`ve la de´monstration du the´ore`me 5.2.1. 
5.3. De´formations des On,P -modules quasi libres
5.3.1. Conjecture : Soient M , N des On,P -modules quasi libres. Alors N est une de´formation
de M si et seulement si on a R(M) = R(N) et F (M) ≤ F (N).
Ce re´sultat est de´montre´ dans le cas ou` n = 2 (cf. 7.3).
FAISCEAUX COHE´RENTS SUR LES COURBES MULTIPLES 23
6. Faisceaux cohe´rents sur les courbes doubles
Soient C2 une courbe projective double primitive et C = C1 ⊂ C2 sa filtration canonique. Soit
L le fibre´ en droites associe´ sur C, qui n’est autre que IC , le faisceau d’ide´aux de C dans C2.
On notera O2 = OC2 .
Si P ∈ C, on notera zP (ou z s’il n’y a pas d’ambiguite´) une e´quation locale de C dans O2,P ,
et xP (ou x s’il n’y a pas d’ambiguite´) un e´le´ment de O2,P au dessus d’un ge´ne´rateur de l’ide´al
maximal de OC,P .
6.1. Structure des faisceaux quasi-localement libres sur C2
6.1.1. Premie`re filtration canonique - Soient F un faisceau cohe´rent quasi localement
libre sur C2, 0 ⊂ E ⊂ F sa filtration canonique, et F = F/E. On a donc une suite exacte
0 −→ E −→ F −→ F −→ 0
et E, F sont des fibre´s vectoriels sur C. Soit ΦF : F ⊗ IC −→ F le morphisme canonique.
On a F ⊗ IC ' F ⊗ L , im(ΦF) = E , donc on peut voir ΦF comme un morphisme surjectif
F ⊗ L→ E. On a une suite exacte canonique
0 −→ H1(Hom(F,E)) −→ Ext1O2(F,E) −→ H0(Ext1O2(F,E)) −→ 0
de´coulant de la suite spectrale des Ext. D’apre`s le the´ore`me 3.1.1 Il existe un faisceau localement
libre F (resp. L) sur C2 extension de F (resp. L). On a une re´solution localement libre de F
· · ·F⊗ L2 f2 // F⊗ L f1 // F f0 // F −→ 0,
qu’on construit en utilisant les suites exactes
0 −→ F ⊗ Li+1 −→ F⊗ Li −→ F ⊗ Li −→ 0.
On en de´duit un isomorphisme canonique Ext1O2(F,E) ' Hom(F ⊗ L,E). . On a donc une
suite exacte
0 // H1(F ∗ ⊗ E) // Ext1O2(F,E)
δ // Hom(F ⊗ L,E) // 0.
Soit σ ∈ Ext1O2(F,E) l’e´le´ment associe´ a` la suite exacte 0→ E → F → F → 0 . Alors on a
δ(σ) = ΦF . Cela se voit aise´ment en utilisant la re´solution localement libre pre´ce´dente de F
ainsi que la construction des extensions de faisceaux de´ja` utilise´e dans le de´monstration du
the´ore`me 5.1.3.
6.1.2. Seconde filtration canonique - Soient Γ le noyau de ΦF ⊗ IL∗ : F → E ⊗ L∗ et G
celui du morphisme compose´
F // F ΦF⊗IL∗ // E ⊗ L∗.
On a donc des suites exactes
0 −→ G −→ F −→ E ⊗ L∗ −→ 0, 0 −→ E −→ G −→ Γ −→ 0.
Alors le faisceau G est localement libre sur C. C’est le plus grand sous-faisceau de F de support
C. Autrement dit, 0 ⊂ G ⊂ F est la seconde filtration canonique de F .
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6.1.3. Re´ciproque - Construction de faisceaux quasi localement libres - Soit
Φ : F ⊗ L→ E un morphisme surjectif. Soient σ ∈ Ext1O2(F,E) au dessus de Φ et
0 −→ E −→ F −→ F −→ 0
l’extension associe´e a` σ. Alors il est facile de voir que la filtration canonique de F est 0 ⊂ E ⊂ F .
6.1.4. Notations : EF = E , FF = F , GF = G , ΓF = Γ .
6.1.5. Produits tensoriels - Soient E , F des faisceaux quasi localement libres sur C2, alors
on a EE⊗F = EE ⊗ EF ⊗ L∗, FE⊗F = FE ⊗ FF , GE⊗F = GE ⊗GF ⊗ L∗ .
6.2. Re´solutions localement libres de faisceaux quasi localement libres
Soit E un faisceau quasi localement libre sur C2 . Alors on a un diagramme commutatif avec
lignes exactes
0 // Ext1OC (FE , FE ⊗ L)
a //
p

Ext1O2(FE , FE ⊗ L)
b //
pi

End(FE ⊗ L) //
q

0
0 // Ext1OC (FE , EE)
α // Ext1O2(FE , EE)
β // Hom(FE ⊗ L,EE) // 0
les fle`ches verticales e´tant induites par ΦE .
6.2.1. Lemme : Soit σ ∈ Ext1O2(FE , EE) correspondant a` E. Alors on a σ ∈ im(pi) .
De´monstration. On a β(σ) = ΦE = q(IFE⊗L) . Soit θ ∈ Ext1O2(FE , FE ⊗ L) tel que
b(θ) = IFke⊗L . On a β ◦ pi(θ) = ΦE , donc σ − pi(θ) ∈ im(α) . Puisque p est surjective, il existe
λ ∈ Ext1OC (FE , FE ⊗ L) tel que σ − pi(θ) = α ◦ p(λ) . On a donc σ = pi(θ + α(λ)) . 
Il existe donc un faisceau localement libre F et un diagramme commutatif
0 // FE ⊗ L //
ΦE

F //
f

FE // 0
0 // EE // E // FE // 0
ou` les suites exactes horizontales proviennent des premie`res filtrations canoniques. Le mor-
phisme f est surjectif et on a ker(f) = ΓE ⊗ L . On a d’autre part comme dans 6.1.1 une
re´solution localement libre de ΓE ⊗ L :
· · · // Γ⊗ L2 f2 // Γ⊗ L f1 // ΓE ⊗ L // 0
ou` Γ est un fibre´ vectoriel sur C2 extension de ΓE . On en de´duit une re´solution localement
libre de E
· · · // Γ⊗ L2 f2 // Γ⊗ L f1 // F f // E // 0
6.2.2. Corollaire : On a, pour tout i ≥ 1 et tout faisceau quasi localement libre G sur C2 un
isomorphisme canonique ExtiO2(E ,G) ' Hom(ΓE ⊗ Li,ΓG) .
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6.3. Structure des faisceaux sans torsion sur C2
6.3.1. Faisceaux de torsion sur C - Soient P ∈ C et N un OC,P -module de torsion. Alors il
existe des entiers n1, . . . , np uniques, tels que n1 ≥ · · · ≥ np et que
N '
p⊕
i=1
OC,P/(xniP ).
Soit T un faisceau cohe´rent de torsion sur C. On pose T˜ = Ext1OC (T,OC) . Alors on a T˜ ' T
(isomorphisme non canonique), mais on a un isomorphisme canonique
˜˜
T ' T . Soit E est un
fibre´ vectoriel sur C. Alors on a ExtiOC (T,E) = {0} si i 6= 1 et Ext1OC (T,E) ' Hom(E∗, T˜ ).
D’apre`s la proposition 2.2.1 et le fait que Tor1O2(E,OC) est de torsion, on a un isomorphisme
canonique Ext1OC (T,E) ' Ext1O2(T,E) . Si T , T ′ sont des faisceaux cohe´rents de torsion sur
C et f : T → T ′ un morphisme, on note f˜ le morphisme induit T˜ ′ → T˜ .
6.3.2. Lemme : Soient F un fibre´ vectoriel sur C2 et F = F|C. Alors
1 - Le morphisme canonique Ext1O2(T,F)→ Ext1O2(T, F ) est nul. On a donc un isomorphisme
canonique Ext1O2(T,F) ' Ext1O2(T, F ⊗ L) .
2 - Pour tout j ≥ 2 on a ExtjO2(T,F) = {0} , et si j ≥ 1 on a
ExtjO2(T, F ) ' Ext1O2(T, F ⊗ (L∗)j−1) ' Hom(E∗ ⊗ Lj−1, T˜ ) .
De´monstration. La conclusion de 1- de´coule de la suite exacte 0→ F ⊗ L→ F→ F → 0 .
Puisque Hom(T,F) = Hom(T, F ) = 0, on a des isomorphismes canoniques
Ext1O2(T,F) ' H0(Ext1O2(T,F)), Ext1O2(T, F ) ' H0(Ext1O2(T, F )),
et il suffit, pour prouver 1-, de montrer que le morphisme canonique Ext1O2(T,F)→ Ext1O2(T, F )
est nul. On se rame`ne donc au proble`me suivant : soient i > 0 un entier et P ∈ C, il faut montrer
que le morphisme canonique
Φ : Ext1O2,P (OC,P/(xiP ),O2,P ) −→ Ext1O2,P (OC,P/(xiP ),OC,P )
est nul. On utilise la re´solution libre suivante de OC,P/(xiP ) (en tant que O2,P -module) :
· · · 2O2,P f // 2O2,P h // O2,P // // OC,P/(xiP )
avec f =
(
zP −xiP
0 zP
)
, h = (zP , x
i
P ) . On en de´duit le diagramme commutatif
O2,P
th //

2O2,P
tf //
φ

2O2,P

OC,P
th⊗IOC,P // 2OC,P
tf⊗IOC,P // 2OC,P
On a
Ext1O2,P (OC,P/(xiP ),O2,P ) ' ker(tf)/ im(th),
Ext1O2,P (OC,P/(xiP ),OC,P ) ' ker(tf ⊗ IOC,P )/ im(th⊗ IOC,P ),
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et Φ est induit par φ. Un calcul simple montre que
ker(tf)/ im(th) ' ((zP , xiP ), (0, zP ))/((zP , xiP )),
est donc engendre´ par la classe de (0, zP ), dont l’image dans 2OC,P est nulle. On a donc Φ = 0.
Ceci de´montre 1-.
Pour de´montrer que ExtjO2(T,F) = {0} on utilise encore la re´solution pre´ce´dente de OC,P/(xiP )
et les autres assertions de 2- de´coulent alors de la suite exacte 0→ F ⊗ L→ F→ F → 0 . 
6.3.3. Faisceaux sans torsion sur C2 - Soient E un faisceau cohe´rent sans torsion sur C2,
0 ⊂ E ⊂ E sa filtration canonique, F ⊕ T = E/E, F e´tant localement libre et T de torsion sur
C. On a donc une suite exacte
0 −→ E −→ E −→ F ⊕ T −→ 0.
Soit F le noyau du morphisme E → T . On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes
exactes
(D1) 0

0

0 // E // F //

F //

0
0 // E // E q //
p

F ⊕ T //

0
T

T

0 0
Notons que F n’est pas uniquement de´termine´, mais E, F et T le sont. On peut donc noter
E = EE , F = FE , T = TE .
6.3.4. Lemme : Le faisceau F est quasi localement libre et sa filtration canonique est
0 ⊂ E ⊂ F .
De´monstration. Il suffit de de´montrer la seconde assertion, qui entraˆıne le premie`re d’apre`s le
the´ore`me 5.1.3. Soit P ∈ C. Il suffit de montrer que EP ⊂ zPFP . Soit e ∈ EP . Alors il existe
 ∈ EP tel que e = z (car 0 ⊂ E ⊂ E est la filtration canonique de E). Soit q() = (f, t). Il
existe u ∈ EP tel que q(u) = (0, t), et un entier k > 0 tel que xkP t = 0. On a donc q(xkPu) = 0,
c’est-a`-dire que xkPu ∈ EP . On a donc zPxkPu = 0, d’ou` zu = 0, car E est sans torsion. Soit
′ = − u. Alors on a z′ = e, et p(′) = 0, c’est-a`-dire ′ ∈ FP . On a donc e ∈ zFP . 
Le morphisme canonique ΦF : F ⊗ L→ E ne de´pend pas de F . En fait il est induit par
E ⊗ IC → E . On peut donc le noter ΦE . On notera Γ(E) = ker(ΦE).
On note VE le noyau du morphisme surjectif E → F . Il est concentre´ sur C et localement libre
sur C (pour le voir on remarque qu’il est contenu dans le premier terme de la seconde filtration
canonique de E de´crite plus loin).
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On note σE l’e´le´ment de Ext1O2(T,F) associe´ a` la suite exacte 0→ F → E → T → 0 . D’apre`s
le diagramme commutatif pre´ce´dent l’image de σE dans Ext1O2(T, F ) est nulle. On peut donc
voir σE comme un e´le´ment de Ext1O2(T,E), qui est inde´pendant du choix de F et de´fini a` un
automorphisme de T pre`s. Rappelons qu’on a un isomorphisme canonique
Ext1O2(T,E) ' Hom(E∗, T˜ ).
6.3.5. Lemme : Le morphisme σE : E∗ → T˜ est surjectif.
De´monstration. On de´duit de la suite exacte 0→ F → E → T → 0 une injection
End(T ) −→ Ext1O2(T,F) . On voit aise´ment qu’elle associe a` un automorphisme τ de T le
morphisme τ˜ ◦ σE : E∗ → T˜ . Si σE n’est pas surjectif, il de´coule aise´ment de la description des
faisceaux de torsion sur C (cf. 6.3.1) qu’il existe τ ∈ End(T ) tel que τ˜ ◦ σE = 0. 
6.3.6. Remarques : 1 - On montre aise´ment que σE est l’e´le´ment de Ext1OC (T,E) associe´ a`
la suite exacte 0→ E → VE → T → 0 . Ceci permet de rede´montrer le lemme 6.3.5.
2 - Re´ciproque - Soient F un faisceau cohe´rent quasi localement libre sur C2, 0 ⊂ E ⊂ F
sa filtration canonique, F = F/E, et σ : E∗ → T˜ un morphisme surjectif. On peut voir σ
comme un e´le´ment de Ext1O2(T,E). On en de´duit un e´le´ment σ0 de Ext
1
O2(F , T ) et l’extension
associe´e 0→ F → E → T → 0 . Puisque l’image de σ0 dans Ext1O2(F, T ) est nulle, on obtient
le diagramme commutatif de 6.3.3. Soit P ∈ C. Puisque EP ⊂ zPFP ⊂ zPEP , 0 ⊂ E ⊂ E est
la filtration canonique de E . On montre aise´ment comme dans le lemme 6.3.5 que la surjectivite´
de σ entraˆıne que E est sans torsion. Enfin, on a σE = σ.
6.3.7. Index d’un faisceau sans torsion - On pose i(E) = h0(T ) , qu’on appelle l’index de E .
6.3.8. Seconde filtration canonique - Soit GE le noyau du morphisme compose´
E // F ΦE⊗IL∗ // E ⊗ L∗.
On a donc un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes
(D) 0

0

0 // GF //

GE //

T // 0
0 // F //

E //

T // 0
E ⊗ L∗

E ⊗ L∗

0 0
Il est aise´ de voir que le faisceau GE est concentre´ sur C et localement libre sur C. De plus,
0 ⊂ GE ⊂ E est la seconde filtration canonique de E .
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6.3.9. Familles de faisceaux sans torsion - Soit S une varie´te´ alge´brique. On appelle famille
de faisceaux sans torsion sur C2 parame´tre´e par S un faisceau cohe´rent K sur S × C2, plat sur
S et tel que pour tout point ferme´ s ∈ S, Ks soit sans torsion sur C2.
6.3.10. Exemples - Soient P ∈ C k ≥ 1 un entier et β ∈ OC,P . On pose x = xP , z = zP . On
note Lk,P,x,β le faisceau d’ide´aux sur C2 tel que pour toutQ ∈ C\{P}, on ait (Lk,P,x,β)Q = O2,P ,
et (Lk,P,x,β)P = (xk + βz) . C’est un faisceau localement libre, donc un fibre´ en droites sur
C2. On a Lk,P,x,β|C = OC(−kP ) . Pour tout entier k ≥ 1 on note Ik,P le faisceau d’ide´aux du
sous-sche´ma kP de C. On a donc Ik,P,x = (xk, z) . On a un isomorphisme
(∗) Ik,P |C ' OC(−kP )⊕ Tk,
ou` Tk est le faisceau de torsion nul en dehors de P et tel que Tk,P = OC,P/(xk) . L’isomorphisme
(∗) au point P est
αxk + γz  // (pi(αxk), p(γ))
(ou` pi : OC2,P → OC,P et p : OC2,P → OC,P/(xk) sont les projections), donc il de´pend du choix
de x.
6.4. Plongements dans un faisceau quasi localement libre
On conside`re le faisceau sans torsion E de 6.3.3. On conserve les notations de 6.3.
6.4.1. Proposition : Soit µ ∈ Ext1O2(E ⊗ L∗, GE) l’e´le´ment correspondant a` la suite exacte
0→ GE → E → E ⊗ L∗ → 0 du diagramme (D). Alors
1 - Il existe un ν ∈ Ext1O2(VE ⊗ L∗, GE) tel que µ soit l’image de ν par l’application
Ext1O2(VE ⊗ L∗, GE) −→ Ext1O2(E ⊗ L∗, GE)
induite par l’inclusion E ⊂ VE .
2 - Soit 0 −→ GE −→ U −→ VE ⊗ L∗ −→ 0 la suite exacte correspondant a` ν. Alors U est
quasi localement libre sur C2.
De´monstration. On conside`re la suite exacte 0 −→ E −→ VE −→ T −→ 0 . On en de´duit le
morphisme
δ : Ext1O2(E ⊗ L∗, GE) −→ Ext2O2(T ⊗ L∗, GE).
Il suffit, pour obtenir 1-, de prouver que δ(µ) = 0.
Les de´finitions de VE , GE sont locales : on peut de´finir, pour tout P ∈ C et tout O2,P -module
sans torsion de type fini M , lesO2,P -modules VM , GM , de telle sorte que VEP = VEP , GEP = GEP .
On a Ext2O2(T ⊗ L∗, GE) = H0(Ext2O2(T ⊗ L∗, GE)) , et on a, pour tout P ∈ C un diagramme
commutatif e´vident
Ext1O2(E ⊗ L∗, GE)
ev //
δ

Ext1O2,P (EP ⊗ L∗P , GEP )
evP

Ext2O2(T ⊗ L∗, GE)
ev // Ext2O2,P (TP ⊗ L∗P , GEP )
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Pour montrer que δ(µ) = 0, il suffit donc de montrer que pour tout P ∈ C on a δP (ev(µ)) = 0.
Les constructions de 6.3 sont additives : on a VE⊕E ′ = VE ⊕ VE ′ ,
GE⊕E ′ = GE ⊕GE ′ , etc... C’est aussi le cas des constructions locales. Il suffit donc, d’apre`s le
corollaire 6.5.5, de traiter le cas ou` (Ik,P )P . On est donc ramene´ au cas ou` E = Ik,P . L’assertion
1- de´coule donc du diagramme commutatif avec lignes exactes
0 // L = GIk,P // Ik,P // _

OC(−kP ) = E // _

0
0 // L // O2 // OC = VIk,P // 0
et de la proposition 4.3.1 de [9].
L’assertion 2- est aussi locale. On peut donc encore se ramener au cas ou` E = Ik,P . Il faut
montrer que pour tout diagramme commutatif avec lignes exactes de O2,P -modules
0 // LP // (Ik,P )P // _

OC(−kP )P // _

0
0 // LP // M // OC,P // 0
on a M ' O2,P . On a LP ' OC(−kP )P ' OC,P , et Ext1O2,P (OC,P ,OC,P ) ' OC,P et on ve´rifie
aise´ment que l’e´le´ment de Ext1O2,P (OC,P ,OC,P ) associe´ a` la suite exacte du haut est de la forme
αxkP (avec α ∈ OC,P inversible). D’autre part le morphisme OC,P = OC(−kP )P ↪→ OC,P est
la multiplication par xkP . Donc l’e´le´ment de Ext
1
O2,P (OC,P ,OC,P ) associe´ a` la suite exacte du
bas est α, d’ou` M ' O2,P . Ceci de´montre 2- . 
6.4.2. Corollaire : Il existe un faisceau quasi localement libre V sur C2 et un diagramme
commutatif avec lignes et colonnes exactes
0

0

0 // GE // E //

E ⊗ L∗ //

0
0 // GE // V //

VE ⊗ L∗ //

0
T

T

0 0
En particulier, E est isomorphe au noyau d’un morphisme surjectif d’un faisceau quasi locale-
ment libre dans T .
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6.5. Dualite´
Soient P ∈ C et M un O2,P -module de type fini. On note M∨ le dual de M :
M∨ = Hom(M,O2,P ) . Si N est un OC,P -module, on note N∗ le dual de N :
N∗ = Hom(N,OC,P ).
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. On note E∨ le dual de E : E∨ ' Hom(E ,O2) . Si E est
un faisceau cohe´rent sur C, on note E∗ le dual de E : E∗ = Hom(E,OC). Ces notations sont
justifie´es par le fait que E∨ 6= E∗ :
6.5.1. Lemme : 1 - Soit N un OC,P -module de type fini. Alors on a N∨ ' N∗. Si N est
libre on a ExtiO2,P (N,O2,P ) = {0} si i ≥ 1.
2 - Soit E un faisceau cohe´rent sur C. Alors on a E∨ ' E∗ ⊗ L. Si E est localement libre on
a ExtiO2(E,O2) = {0} si i ≥ 1.
De´monstration. On ne de´montrera que la seconde assertion, la premie`re e´tant analogue.
Soient F un fibre´ vectoriel sur C2 et F = F|C . On a donc une suite exacte canonique
0→ F ⊗ L→ F→ F → 0 . En examinant ce qui se passe en chaque point de C on en de´duit
aise´ment la suite exacte duale 0→ F∨ → F∨ → (F ⊗ L)∨ → 0 . On a un morphisme canonique
F∨ −→ F ∗ e´vident. En examinant ce qui se passe en chaque point de C on voit aise´ment que ce
morphisme est surjectif et que son noyau est exactement F∨. On a donc (F ⊗ L)∨ = F ∗, d’ou`
F∨ = F ∗ ⊗ L. Pour de´montrer 2- on peut se limiter au cas ou` E est localement libre. D’apre`s
le the´ore`me 3.1.1 il existe un prolongement de E en un fibre´ vectoriel E sur C2. D’apre`s ce qui
pre´ce`de on a bien E∨ = E∗ ⊗ L.
Soit L une extension de L a` C2. On a une re´solution localement libre de E, en tant que faisceau
sur C2 :
· · · −→ F⊗ L2 −→ F⊗ L −→ F −→ F −→ 0,
obtenue en juxtaposant les suites exactes 0→ F ⊗ Li+1 → F⊗ Li −→ F ⊗ Li → 0 . On en
de´duit imme´diatement que ExtiO2(E,O2) = 0 si i ≥ 1. 
6.5.2. Dualite´ des faisceaux quasi localement libres - Les proprie´te´s suivantes se
de´montrent aise´ment ce qui se passe en chaque point de C. Si F est un faisceau cohe´rent
quasi localement libre, alors on a
EF∨ ' E∗F ⊗ L2, FF∨ ' G∗F ⊗ L, GF∨ ' F ∗F ⊗ L.
Le morphisme ΦF∨ : FF∨ ⊗ L→ EF∨ est le morphisme G∗F ⊗ L2 → E∗F ⊗ L2 provenant de
la suite exacte 0→ EF → GF → ΓF → 0 .
Plus ge´ne´ralement, si E , F sont des faisceaux quasi localement libres sur C2, et si
H = Hom(E ,F) , alors on a EH = Hom(EE , EF ⊗ L) , GH = Hom(FE , GF) , et des suites
exactes
0 −→ Hom(ΓE , EF)⊕Hom(EE ,ΓF ⊗ L) −→ FH −→ Hom(ΓE ,ΓF)⊕Hom(EE , EF) −→ 0,
0 −→ Hom(ΓE , EF)⊕Hom(EE ,ΓF ⊗ L) −→ ΓH −→ Hom(ΓE ,ΓF) −→ 0.
Il de´coule du lemme 6.5.1 que si 0→ E ′ → E → E ′′ → 0 est une suite exacte de faisceaux quasi
localement libres sur C2, alors la suite transpose´e 0→ E ′∨ → E∨ → E ′′∨ → 0 est aussi exacte.
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Si F , F ′ sont des faisceaux quasi localement libres sur C2, le morphisme canonique
F∨ ⊗F ′ → Hom(F ,F ′) n’est pas en ge´ne´ral un isomorphisme (par exemple O∨C ⊗OC = L,
Hom(OC ,OC) = OC). On a en fait une suite exacte canonique
0 −→ Γ(F)∗ ⊗ Γ(F ′)⊗ L −→ F∨ ⊗F −→ Hom(F ,F ′) −→ Γ(F)∗ ⊗ Γ(F ′) −→ 0.
6.5.3. Dualite´ des faisceaux sans torsion - Si M est un O2,P -module de type fini et E
un faisceau cohe´rent sans torsion dur C2, on a des morphismes canoniques iM : M →M∨∨ ,
iE : E −→ E∨∨ .
On dit que M (resp. E) est re´flexif si iM (resp. iE) est un isomorphisme.
6.5.4. Proposition : 1 - Un O2,P -module de type fini est re´flexif si et seulement si il est sans
torsion.
2 - Un faisceau cohe´rent sur C2 est re´flexif si et seulement si il est sans torsion.
De´monstration. Il est clair que 2- de´coule de 1-. Soit M un O2,P -module de type fini. Il est
clair que si M est re´flexif, il est sans torsion. Pour de´montrer la re´ciproque on peut utiliser une
e´tude de la structure des O2,P -modules sans torsion analogue a` 6.3.3. On trouve qu’il existe
un sous-O2,P -module quasi libre N de M tel que T = M/N soit de torsion. On en de´duit une
suite exacte 0→M∨ → N∨ −→ T˜ → 0 . Il est imme´diat que M∨ est sans torsion. Montrons
que M ⊂M∨∨ . Il faut prouver que pour tout m ∈M il existe φ ∈M∨ tel que φ(m) 6= 0.
C’est imme´diat si M est quasi libre. En ge´ne´ral, il existe un entier k ≥ 0 tel que xkPm ∈ N .
Puisque N est quasi libre, il existe ψ ∈ N∨ tel que ψ(xkPm) 6= 0. D’autre part il existe un entier
p ≥ 0 tel que xpPψ ∈M∨. Il suffit donc de prendre φ = xk+pP ψ. On a maintenant un diagramme
commutatif avec lignes exactes
0 // N // M∨∨ // T
0 // N // M
?
OO
// T // 0
On en de´duit imme´diatement que M∨∨ = M . 
Soit m ≥ 1 un entier. On note Im,P = (xm, z) .
6.5.5. Corollaire : Soit M un O2,P -module sans torsion. Alors il existe des entiers m, q et
une suite d’entiers n1, . . . , np tels que
M '
( p⊕
i=1
Ini,P
)
⊕mO2,P ⊕ qOC,P .
De´monstration. Comme dans la de´monstration de la proposition 6.5.4 on montre qu’il existe
un sous-O2,P -module quasi libre N de M∨ tel que M∨/N soit un OC,P -module de torsion. Il
en de´coule que M∨∨ = M ⊂ N∨ et que N∨/M est un OC,P -module de torsion. Le re´sultat
de´coule alors du lemme suivant. 
32 JEAN–MARC DRE´ZET
6.5.6. lemme : Soient M un O2,P -module quasi libre, T un OC,P -module de torsion et
pi : M → T un morphisme. Alors il des entiers p, m, q et une suite d’entiers
n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ np ≥ 1 tels que
ker(pi) '
( p⊕
i=1
Ini,P
)
⊕mO2,P ⊕ qOC,P .
De´monstration. Soient N = ker(pi), MC = M ⊗O2,P OC,P , et E le noyau de la restriction
M →MC . Le morphisme pi se factorise par MC :
M // MC
pi // T
Soit F = ker(pi) . Alors E et F sont des OC,P -modules libres. On a un diagramme commutatif
avec lignes et colonnes exactes :
0

0

E

E

0 // N //

M //

T // 0
0 // F //

MC //

T // 0
0 0
Posons E = rOC,P , F = sOC,P . On a donc une suite exacte 0→ rOC,P → N → sOC,P → 0 .
On a Ext1OP (sOC,P , rOC,P ) = L(Cs,Cr)⊗OC,P . La suite exacte pre´ce´dente est donc associe´e
a` une matrice A = (φij)1≤i≤r,1≤j≤s de´le´ments de OC,P . On peut supposer que tous les φij ne
sont pas nuls. Si φij 6= 0, on pose φij = xmijηij , avec ηij inversible. On peut supposer que
φ11 6= 0 et que m11 est minimal. Dans ce cas en ajoutant des multiples de la premie`re colonne
de A aux autres colonnes et en manipulant aussi les lignes, on se rame`ne au cas ou` φ1j = 0 si
j 6= 1 et φi1 = 0 si i 6= 1. On fait la meˆme chose avec la sous-matrice A′ = (φij)2≤i≤r,2≤j≤s, et
se rame`ne au cas suivant : A posse`de une sous-matrice carre´e B diagonale, et tous ses autres
termes sont nuls. Le re´sultat de´coule alors imme´diatement du fait que si β ∈ OC,P est de la
forme β = xmα, avec α inversible, et si 0→ OC,P → E → OC,P → 0 l’extension correspondant
a` β, alors on a E ' Im,P . 
Le re´sultat suivant de´coule de 6.4. On en donne une autre de´monstration.
6.5.7. Corollaire : 1 - Soit M un O2,P -module de type fini et sans torsion. Alors il existe un
module quasi libre N , un OC,P -module de torsion T et un morphisme surjectif φ : N → T tels
que M ' ker(φ).
2 - Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur C2. Alors il existe un faisceau quasi localement
libre G sur C2, un faisceau de torsion T sur C et un morphisme surjectif φ : G → T tels que
E ' ker(φ).
FAISCEAUX COHE´RENTS SUR LES COURBES MULTIPLES 33
De´monstration. On ne de´montrera que 2-, 1- e´tant analogue. Le faisceau E∨ est sans torsion.
On a vu dans 6.3 qu’il existait un faisceau quasi localement libre F sur C2, un faisceau de
torsion T0 sur C et une suite exacte 0→ F → E∨ → T0 → 0 . En dualisant cette suite exacte
on obtient la suivante
0 // E∨∨ // F∨ // Ext1(T0,O2) φ // Ext1(E∨,O2) // 0 .
On a E∨∨ = E d’apre`s la proposition 6.5.4, et Ext1(T0,O2) = L⊗ T˜0 . Il suffit donc de prendre
G = F∨ et T = ker(φ). On a en fait Ext1(E∨,O2) = 0 : cela se de´montre en utilisant le corollaire
6.5.5 et des re´solutions libres des modules In,P (cf. la de´monstration de la proposition 7.1.1). 
7. De´formations des faisceaux cohe´rents sur les courbes multiples
7.1. Sche´mas de Hilbert ponctuels sur Cn
Soit d ≥ 1 un entier. Soit U ⊂ Cn un ouvert affine tel qu’il existe un plongement de U dans
une surface affine lisse S. On note Hilbd(Cn)|U la sous-varie´te´ de Hilb
d(S) constitue´e des
sous-sche´mas finis de longueur d contenus dans U , et T la restriction a` Hilbd(Cn)|U × U du
sche´ma universel T0 sur Hilbd(S)× S. La structure de varie´te´ de Hilbd(Cn)|U est de´finie de
la fac¸on suivante : soit p0 : Hilb
d(S)× S → Hilbd(S) la projection et V = p0∗(T0), qui est un
fibre´ vectoriel de rang d. Tout e´le´ment de l’ide´al de U dans S induit une section de V , et
Hilbd(Cn)|U est pre´cise´ment le lieu des ze´ros de ces sections. Le sche´ma Hilb
q(Cn)|U muni de T
est le sche´ma de Hilbert des sous-sche´mas finis de longueur q de U .
7.1.1. Proposition : Soit Z ⊂ U un sous-sche´ma fini de longueur d > 0 de support P ,
T = OZ. Alors si Z est contenu dans C le morphisme canonique Ext1On(T, T )→ Ext1OS(T, T )
est un isomorphisme. Autrement dit l’inclusion Hilbd(Cn)|U ⊂ Hilbd(S) induit un isomor-
phisme entre les espaces tangents en Z.
De´monstration. Cela de´coule du fait que l’e´quation de U dans S est une puissance n-ie`me de
celle de C. 
Le re´sultat pre´ce´dent implique que toute de´formation infinite´simale (c’est-a`-dire parame´tre´e
par spec(C[t]/(t2))) de T en tant que faisceau sur S en est une de T en tant que faisceau sur
Cn, c’est-a`-dire que c’est une famille de faisceaux dont le support est contenu dans Cn.
Les de´formations de Z en tant que sous-sche´ma de C induisent des de´formations de T : elles
correspondent au sous-espace Ext1OC (T, T ) ⊂ Ext1On(T, T ) de codimension d.
Quand n = 2 on peut de´crire entie`rement les sous-sche´mas T de C2 de support P : Soit Z
un sous-sche´ma fini de longueur d > 0 de support P , T = OZ . Alors le sche´ma Z est une
intersection comple`te dans U . Deux cas peuvent se produire :
- I = (xp+q, zxq), avec p, q ≥ 0, p+ q > 0, d = p+ 2q .
- I = (xq+m+p+zxqα, zxq+m), avec m > 0, p, q ≥ 0, p+ 2q + 2m = d, α ∈ OC,P inversible.
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7.2. De´formations des faisceaux localement libres sur C
7.2.1. Proposition : On suppose que C2 est plonge´e dans une surface lisse S. Soit E un
fibre´ vectoriel sur C. Alors le morphisme canonique Ext1O2(E,E)→ Ext1OS(E,E) est un
isomorphisme.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 3.1.1 il existe un fibre´ vectoriel E (resp. un fibre´ en droites
L) sur C2 dont la restriction a` C est E (resp. L). On a alors une re´solution canonique de E
sur C2
· · · −→ E⊗ L2 −→ E⊗ L −→ E −→ E .
On en de´duit un isomorphisme Ext1O2(E,E) ' Hom(E ⊗ L,E). D’autre part, en utilisant
la re´solution localement libre de OC sur S : 0→ OS(−C)→ OS → OC → 0 on obtient
Tor1OS(E,OC) ' E ⊗ L. On en de´duit, en utilisant la suite spectrale des Ext et la proposi-
tion 2.2.1 le diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes
0

0 // Ext1OC (E,E)
//

Ext1OS(E,E)
// Hom(E ⊗ L,E)
α

0 // Ext1OC2 (E,E)
//

Ext1OS(E,E)
φ // Hom(Tor1OS(E,OC2), E)

Hom(E ⊗ L,E)

0
0
On en de´duit que ker(α) ' Hom(E ⊗ L,E), d’ou` α = 0 et φ = 0. 
7.2.2. Remarque : Ce re´sultat se ge´ne´ralise aise´ment de la fac¸on suivante : soient n, k des
entiers avec n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n, Y une courbe multiple plonge´e dans une surface lisse S,
C1 = C ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y sa filtration canonique, et E un fibre´ vectoriel sur Ck. Alors, si
2k ≤ n, le morphisme canonique Ext1OCn (E,E)→ Ext1OS(E,E) est un isomorphisme.
7.2.3. The´ore`me : Soient p ≥ 0, d des entiers et E un fibre´ vectoriel de rang 2 et de degre´ d
sur C. Alors
1 - Si E se de´forme en faisceaux sans torsion sur C2, non concentre´s sur C et d’index p, alors
il existe un fibre´ en droites V sur C de degre´ 1
2
(d+ deg(L) + p) et un morphisme non nul
α : V → E tels que Hom((E/ im(α))⊗ L, V ) 6= {0} .
2 - Si E posse`de un sous-fibre´ en droites V de degre´ 1
2
(d+ deg(L) + p) tel que
Hom((E/V )⊗ L, V ) 6= {0}, alors E se de´forme en faisceaux sans torsion sur C2, non con-
centre´s sur C et d’index p.
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De´monstration. De´montrons d’abord 2- . Soit D = E/V . On peut supposer que D ⊗ L ⊂ V , et
il existe un unique sous-sche´ma Z ⊂ C de dimension 0 tel que V/(D ⊗ L) ' OZ . Alors il existe
des faisceaux E sans torsion sur C2, non concentre´s sur C, d’index p, de premie`re filtration
canonique 0 ⊂ D ⊗ L ⊂ E , tels que VE = V et que le morphisme canonique D ⊗ L→ VE soit
l’inclusion D ⊗ L ⊂ V . On a donc une suite exacte 0→ V → E → D → 0 . On a aussi une
suite exacte 0 −→ V −→ E −→ D −→ 0. La famille des extensions de D par V (parame´tre´e
par Ext1O2(D, V )) est donc une de´formation de E dont le faisceau ge´ne´rique est sans torsion,
non concentre´ sur C et d’index p.
On de´montre maintenant 1-. Supposons que E soit une de´formation de faisceaux sans torsion
non concentre´s sur C et d’index p. Il existe donc un germe de courbe lisse (Y, 0), une famille
plate F de faisceaux cohe´rents sur C2 parame´tre´e par Y telle que si y 6= 0, Fy soit de rang
ge´ne´ralise´ 2, sans torsion, non concentre´ sur C, d’index p, et que F0 ' E. La famille de fibre´s
en droites sur C (VFy)y∈Y \{0} se prolonge en 0 et la restriction Pic(C2)→ Pic(C) admet des
sections locales. Il existe donc un fibre´ en droites V sur C2 × Y tel que pour tout y ∈ Y \{0} on
ait Vy|C ' VFy . En remplac¸ant F par F ⊗ V−1 on se rame`ne au cas ou` pour tout y ∈ Y \{0}
on a VFy = OC .
On va de´montrer 1-, avec V = OC . Soient t un ge´ne´rateur de l’ide´al maximal de OY,0 et
p2 : C2 × Y → C2 la projection. Il existe un morphisme
pi : p∗2(OC)|Y \{0} −→ F|Y \{0}
tel que pour tout y ∈ Y \{0} on ait im(piy) = VFy . On va montrer qu’il existe un entier k tel que
tkpi se prolonge en un morphisme γ : p∗2(OC)→ F non nul en 0. Il suffit de montrer que c’est
vrai au voisinage de tout point de C. Soient P ∈ C, et σ : OC2×(Y \{0}) −→ F|Y \{0} le compose´
de pi et de la projection OC2×(Y \{0}) → p∗2(OC)|Y \{0}, qui est donc une section de F|Y \{0}. Alors
F(P,0) est un (O2,P ⊗OY,0)-module, et on de´duit de σ un e´le´ment σP du localise´ F(P,0),(t). Il
existe un entier p tel que tpσP se prolonge en un e´le´ment γP de F(P,0). On peut supposer que
p est minimal. Il reste a` montrer que (γP )0, l’image de γP dans le O2,P -module (F0)P , est
non nul. Si (γP )0 = 0, on a γP ∈ tF(P,0). On a donc γP = tν, avec ν ∈ F(P,0), d’ou` tpσP = tν.
Mais, puisque F est plat sur Y , la multiplication par t est injective. Donc tp−1σP = ν, ce qui
contredit la minimalite´ de p. On a donc (γP )0 6= 0.
Il en de´coule que OC ⊂ E et D = coker(γ) est une famille plate de faisceaux de rang 1 sur C.
Pour tout y ∈ Y \{0}, on a Hom(Dy ⊗ L,OC) 6= {0} (car Dy = EFy et OC = VFy). Donc par
semi-continuite´ on a Hom((E/OC)⊗ L,OC) 6= {0}. 
7.3. De´formations des faisceaux quasi localement libres sur les courbes doubles
Soient F un faisceau quasi localement libre sur C2 et 0 ⊂ E ⊂ F sa premie`re filtration canon-
ique. On pose r0(F) = rg(E) . On a toujours R(F) ≥ 2r0(F) , avec e´galite´ si et seulement si
F est localement libre.
Si P ∈ C, on de´fini de meˆme l’entier r0(M) pour tout O2,P -module quasi libre M .
7.3.1. Proposition : Soient P ∈ C, M un O2,P -module quasi libre, et r0 un entier tel que
0 < 2r0 ≤ R(M). Alors M se de´forme en O2,P -modules quasi libres N tels que r0(N) = r0 si
et seulement si on a r0 ≥ r0(M).
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De´monstration. On a rg(M) = R(M)− r0(M). Les modules N de´formations de M sont de
rang ge´ne´ralise´ R(M) et de rang au plus rg(M), donc r0(N) ≥ r0(M). Re´ciproquement, sup-
posons que 0 < 2r0 ≤ R(M) et r0 > r0(M). Soit s = R(M)− 2r0(M), donc
M ' r0(M)O2,P ⊕ sOC,P . On doit montrer que M se de´forme en modules isomorphes a`
r0O2,P ⊕ (s− 2(r0 − r0(M)))OC,P . Il suffit de montrer que 2(r0 − r0(M))OC,P se de´forme en
modules isomorphes a` (r0 − r0(M))O2,P . Cela revient a` montrer que 2OC,P se de´forme en mod-
ules isomorphes a` O2,P . Cela se voit aise´ment en conside´rant des extensions de O2,P -modules
0→ OC,P → A→ OC,P → 0 . 
Il en de´coule que si un faisceau quasi localement libre E sur C2 se de´forme en faisceaux
quasi localement libres de rang r0, alors on a r0 ≥ r0(E). La re´ciproque est fausse : si
par exemple R(E) est pair, et si E se de´forme en faisceaux localement libres, on doit avoir
Deg(E) ≡ R(E)
2
deg(L) (mod 2). J’ignore si cette condition est suffisante pour que E se de´forme
en faisceaux localement libres.
7.3.2. De´formations de modules - Soit z ∈ O2P un ge´ne´rateur de l’ide´al de C. On a
ExtiO2P (OCP ,OCP ) ' OCP si i ≥ 1. Cela se de´montre en utilisant la re´solution libre de OCP :
(K•) · · · O2P ×z // O2P ×z // O2P ×z // O2P
Si i, j ≤ 1, le produit ExtiO2P (OCP ,OCP )× ExtjO2P (OCP ,OCP )→ Exti+jO2P (OCP ,OCP ) est
la multiplication OCP ×OCP → OCP . Cela se voit en interpre´tant les e´le´ments de
ExtkO2P (OCP ,OCP ) comme des morphismes de degre´ −k de (K•) dans lui-meˆme.
Soient k un entier positif et Ak = C[t]/(tk) . On appelle de´formation d’ordre k d’unO2,P -module
M un (O2P ⊗C Ak)-module M plat sur Ak tel que M/tM = M . On appelle de´formation d’ordre
infini de M un (O2P ⊗C C[t])-module M plat sur C[t] tel que M/tM = M . Les de´formations
d’ordre 2 de M sont parame´tre´es naturellement par Ext1O2P (M,M) . Si σ ∈ Ext1O2P (M,M) et
si Mσ est le (O2P ⊗C A2)-module correspondant, alors Mσ s’e´tend en une de´formation d’ordre
3 si et seulement si σ2 = 0 dans Ext1O2P (M,M) (cf. [9], 3) . Soient r un entier positif,
σ ∈ Ext1O2P (rOCP , rOCP ) ' End(rOCP ), et Mσ le (O2P ⊗C A2)-module correspondant. Alors
Mσ s’e´tend en une de´formation d’ordre 3 si et seulement si σ ◦ σ ∈ End(rOCP ) est nul.
Soit φ ∈ End(rOCP ) tel que φ2 = 0 . On montre aise´ment qu’il existe une base de rOCP dans
laquelle la matrice de φ est une matrice diagonale de matrices du type 0 ou
(
0 0
0 α
)
. Il en
de´coule d’abord qu’une de´formation d’ordre 2 de rOCP pouvant s’e´tendre en une de´formation
d’ordre 3 se de´compose en une somme directe de de´formations de 2OCP et de de´formations
triviales de OCP .
Soit x ∈ OCP un ge´ne´rateur de l’ide´al maximal. Soit φ ∈ End(2OCP ) tel que φ2 = 0. On
peut supposer que la matrice de φ est
(
0 0
0 xk
)
, k ≥ 0. Une telle de´formation s’obtient en
conside´rant le faisceau d’ide´aux IkP de kP . On a une suite exacte canonique
0 −→ L −→ IkP −→ OC(kP ) −→ 0.
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Soit σ ∈ Ext1O2(OC(kP ), L) correspondant a` l’extension pre´ce´dente. On conside`re la famille
d’extensions parame´tre´e par C
0 −→ p∗O2(L) −→ E −→ p∗O2(OC(kP )) −→ 0
(ou` pO2 est la projection C2 × C→ C2) telle qu’en tout t ∈ C l’extension
0→ L→ Et → OC(kP )→ 0 correspond a` tσ. Alors (EtP )t∈C est une de´formation d’ordre
infini de 2OCP qui est une extension de l’extension d’ordre 2 de´finie par φ. Les de´formations
en modules libres sont celles pour lesquelles k = 0 .
Il de´coule de ce qui pre´ce`de qu’une extension d’ordre 2 de rOCP s’e´tend en une de´formation
d’ordre 3 si et seulement si elle s’e´tend en une de´formation d’ordre infini.
Soit M = aO2P ⊕ bOCP un O2P -module quasi libre. Alors on a
Ext1O2P (M,M) = Ext
1
O2P (bOCP , bOCP ) . Les de´formations d’ordre 2 de M se re´duisent donc a`
celles de bOCP .
7.3.3. De´formations de faisceaux - Soit E un faisceau cohe´rent quasi localement libre sur
C2. Alors on a d’apre`s la suite spectrale des Ext et 6.2.2 une suite exacte
0 // H1(End(E)) // Ext1O2(E , E)
pi // H0(Ext1O2(E , E)) = Hom(ΓE ⊗ L,ΓE) // 0 .
Soit F une de´formation d’ordre 2 de E correspondant a` σ ∈ Ext1O2(E , E) . Il de´coule de 7.3.2 que
F s’e´tend en une de´formation d’ordre 3 si et seulement si le morphisme pi(σ)2 : ΓE ⊗ L2 → ΓE
est nul.
Conjecture : F s’e´tend en une de´formation parame´tre´e par une courbe lisse si et seulement
si pi(σ)2 = 0 .
8. Faisceaux d’ide´aux de points
Soient Cn une courbe projective multiple primitive de multiplicite´ n > 1, plonge´e dans une
surface projective lisse S, C = C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ Cn la filtration canonique et L le fibre´ en
droites sur C associe´ (cf. 2.1). On pose, pour 1 ≤ i ≤ n, Oi = OCi . Soient L le faisceau
d’ide´aux de C dans Cn (qui est un fibre´ en droites sur Cn−1 et L = L|C .
Si P ∈ C, on note xP un e´le´ment de On,P au dessus d’un ge´ne´rateur de l’ide´al maximal de OC,P ,
et zP un ge´ne´rateur de l’ide´al de C dans On,P . L’ide´al maximal de On,P est donc (xP , zP ). On
note LP le faisceau d’ide´aux sur Cn e´gal a` (xP ) en P et a` On,P ′ en P ′ 6= P . C’est un faisceau
inversible. Notons que contrairement a` ce qu’indique la notation, LP de´pend du choix de xP .
Soit Jn,P le faisceau d’ide´aux sur Cn e´gal a` (xP , zn−1) en P et a` On,P ′ en P ′ 6= P . Il de´pend
de xP mais pas de zP .
8.1. De´formations des faisceaux d’ide´aux de points
Soit Z un ensemble fini non vide de p points de C. On note In,Z le faisceau d’ide´aux de Z sur
Cn. On note LZ =
⊗
P∈Z LP , Jn,Z =
⊗
P∈Z Jn,P .
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8.1.1. Proposition : Soient D un fibre´ en droites sur Cn, Dn−1 = D|Cn−1, D = D|C. On
suppose que la restriction H0(D)→ H0(Dn−1) est surjective. Alors on a une suite exacte
canonique 0→ H0(OC(Z)⊗ Ln−1 ⊗D)→ Hom(In,Z , In,Z ⊗D)→ H0(Dn−1)→ 0 .
De´monstration. On a L ⊂ In,Z car Z ⊂ C, et In,Z/L ' OC(−Z) . Soit
φ ∈ Hom(In,Z , In,Z ⊗D) . Alors on a φ(L) ⊂ L⊗D : pour le voir on utilise la caracte´risation
suivante de L : en P ∈ C, si z ∈ OnP engendre l’ide´al de C, LP ⊂ In,Z,P est l’annulateur de
zn−1. Le morphisme φ : L→ L⊗D e´quivaut a` une section s de Dn−1 . Soit σ le morphisme
In,Z → In,Z ⊗D induit par une section de D au dessus de s. Alors on a (φ− s)(L) = 0 ,
donc φ− σ est induit par un morphisme OC(−Z)→ In,Z ⊗D . L’image de ce morphisme
est contenue dans le sous-faisceau constitue´ en P de l’annulateur de z, ce sous-faisceau est
isomorphe a` Ln−1 ⊗D. La proposition 8.1.1 en de´coule imme´diatement. 
En particulier, si D = On, on obtient End(In,Z) ' C⊕H0(OC(Z)⊗ Ln−1) , et si
H0(D) = H0(L) = {0}, Hom(In,Z , In,Z ⊗D) ' H0(OC(Z)⊗ Ln−1 ⊗D) .
8.1.2. Proposition : On a End(In,Z) ' Jn,Z ⊗ L−1Z .
De´monstration. Cela de´coule aise´ment du fait que pour tout P ∈ Z, les endomorphismes de
In,P sont du type
axP + bzP
 // α(axP + bzP ) + βaz
n−1,
avec α, β ∈ On,P . 
8.1.3. Proposition : On suppose que h0(L) = 0 et que h0(KS|C) = 0 ou KS|Cn ' On .
Alors on a
dim(Ext1OCn (In,Z , In,Z)) = 1 +
n2
2
C2 +
n
2
KSC + p+ h
0(OC(Z)⊗ Ln−1),
dim(Ext1OS(In,Z , In,Z)) = 1+n2C2 +h0(OC(Z)⊗Ln−1)+h0(OC(Z)⊗Ln−1⊗KS)+h0(KS|Cn).
De´monstration. De´montrons d’abord la premie`re e´galite´. Soit T = On/Jn,Z . C’est un faisceau
de support Z tel que h0(T ) = (n− 1)p . On a une suite exacte, d’apre`s la proposition 8.1.2
0 −→ End(In,Z) −→ L−1Z −→ T ⊗ L−1Z −→ 0,
d’ou` on de´duit la suite exacte
0 −→ End(In,Z) −→ H0(L−1Z ) −→ H0(T ) −→ H1(End(In,Z)) −→ H1(L−1Z ) −→ 0.
D’apre`s la proposition 8.1.1 on a End(In,Z) ' C⊕H0(OC(Z)⊗ Ln−1) , donc
h1(End(In,Z)) = −χ(L−1Z ) + (n− 1)p+ h0(OC(Z)⊗ Ln−1) + 1.
On a h0(L−1Z /On) = np , donc χ(L−1Z ) = np− n
2
2
C2 − n
2
KSC . D’apre`s la suite spec-
trale des Ext on a dim(Ext1OCn (In,Z , In,Z)) = h1(End(In,Z)) + h0(Ext1OCn (In,Z , In,Z)) . On
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a Ext1OCn (In,Z , In,Z)) ' 2OZ . Cela se de´montre aise´ment en utilisant en chaque point P de Z
la re´solution suivante de (In,Z)P :
O2n,P
 0 zn−1P
zP −xP

// O2n,P
xP zn−1P
zP 0

// O2n,P
(zP ,xP ) // On,P
On en de´duit imme´diatement la premie`re e´galite´.
De´montrons maintenant la seconde. On a, sur S, χ(In,Z , In,Z) = −n2C2 . D’autre part, d’apre`s
la proposition 8.1.1 et la dualite´ de Serre
dim(Ext2OS(In,Z , In,Z)) = dim(Hom(In,Z , In,Z⊗KS)) = h0(OC(Z)⊗Ln−1⊗KS)+h0(KS|Cn),
d’ou` le re´sultat. 
8.1.4. Sous les hypothe`ses de la proposition 8.1.3 on a donc
dim(Ext1OS(In,Z , In,Z)/Ext1OCn (In,Z , In,Z)) =
(n− 1)2
2
C2 − n− 1
2
KSC
+ h0(OC(−Z)⊗ L−n) + h0(KS|Cn).
8.1.5. Les cas du plan projectif et des surfaces K3 - Si S est P2 ou une surface K3, on a
H0(NCn) = H0(OS(nC))/〈σn〉 , ou` NC de´signe le fibre´ normal de C dans S et σ ∈ H0(OS(C))
une e´quation de C.
Soit F une de´formation plate de In,Z (en tant que faisceau sur S) parame´tre´e par une varie´te´
alge´brique (ou analytique) connexe U , x ∈ U un point ferme´ tel que Fx ' In,Z . On en de´duit
une de´formation de Cn, d’ou` l’application canonique
ΘFx : TxU −→ H0(OS(nC))/〈σn〉.
Soit E0 une de´formation semi-universelle de In,Z (en tant que faisceau sur S) parame´tre´e par
un germe de varie´te´ analytique (X0, x0). Alors Θ
F
x se factorise a` travers
ΘE0x0 : Tx0X0 = Ext
1
OS(In,Z , In,Z) −→ H0(OS(nC))/〈σn〉.
En particulier, l’image de ΘFx est contenue dans celle de Θ
E0
x0
.
8.1.6. The´ore`me : L’application ΘE0x0 induit un isomorphisme
Ext1OS(In,Z , In,Z)/Ext1OCn (In,Z , In,Z) ' V/〈σn〉,
ou` V ⊂ H0(OS(nC)) est l’espace des courbes passant par tous les points de Z.
De´monstration. Le noyau de ΘE0x0 contient Ext
1
OCn (In,Z , In,Z), qui correspond aux faisceaux de
support Cn. On a d’apre`s 8.1.4
dim(V/〈σn〉) = dim(Ext1OS(In,Z , In,Z)/Ext1OCn (In,Z , In,Z)),
donc il suffit de prouver que V/〈σn〉 ⊂ im(ΘE0x0) . Pour cela il suffit de construire une
de´formation F de In,Z comme pre´ce´demment telle que V/〈σn〉 ⊂ im(ΘFx ) . On prend U = V
et F est la famille des faisceaux d’ide´aux de Z. 
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8.1.7. Exemple : Soient x, y, z des coordonne´es de P2. Supposons que C soit la droite
d’e´quation z = 0, et que Z = {(xi, yi, 0); 1 ≤ i ≤ p} . Pour 1 ≤ i ≤ p, soit zi un nombre com-
plexe tel que zni = x
n
i + y
n
i . Pour α ∈ C, soit Cα la courbe d’e´quation zn = αnxn + αnyn ,
qui est lisse si α 6= 0. Notons que Cn = C0. On a Zα = {(xi, yi, αzi); 1 ≤ i ≤ p} ⊂ Cα . Soit
Iα le faisceau d’ide´aux de Zα dans Cα, vu comme faisceau sur P2. Alors A = (Iα)α∈C est une
de´formation de In,Z . L’ensemble Γ des courbes Cα est une courbe de P(H0(OP2(n))) passant
par 〈zn〉. La tangente a` cette courbe en 〈zn〉 n’est pas contenue dans V/〈zn〉 . Ceci n’est pas
contradictoire avec le the´ore`me 8.1.6 car on voit aise´ment que dΘE〈zn〉 = 0 .
8.2. Faisceaux de rang ge´ne´ralise´ 2 sur les courbes doubles
On s’inte´resse ici aux faisceaux sans torsion de rang ge´ne´ralise´ 2 sur C2. Les plus simples sont
les fibre´s en droites sur C2 et les fibre´s vectoriels de rang 2 sur C. Il reste a` e´tudier les faisceaux
sans torsion de rang ge´ne´ralise´ 2, non concentre´s sur C et d’index positif.
Soient D un fibre´ en droites sur C2 de degre´ d, et D = D|C . On a donc une suite exacte
0→ D ⊗ L→ D → D → 0 , et deg(D) = (d− deg(L))/2 . Si maintenant E est un faisceau
cohe´rent sans torsion de rang ge´ne´ralise´ 2 et de degre´ d sur C2, non concentre´ sur C, et si
0 ⊂ E ⊗ L ⊂ E est sa filtration canonique, alors E est un fibre´ en droites sur C. On a donc
une suite exacte
0 −→ E ⊗ L −→ E −→ E ⊕ T −→ 0,
T e´tant un faisceau de torsion sur C. On a donc
deg(E) =
d− deg(L)− i(E)
2
.
Les seuls autres faisceaux de rang ge´ne´ralise´ 2, de degre´ d et sans torsion sur C2 sont les fibre´s
vectoriels de rang 2 et de degre´ d sur C.
Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion de rang ge´ne´ralise´ 2 sur C2, non concentre´ sur C. Alors
il existe d’apre`s le corollaire 6.5.7 un fibre´ en droites F sur C2, un faisceau de torsion T sur C
et une suite exacte 0→ E → F → T → 0 . On en de´duit imme´diatement la
8.2.1. Proposition : Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion de rang ge´ne´ralise´ 2 sur C2,
non concentre´ sur C. Alors il existe un fibre´ en droites F sur C2 et un unique sous-sche´ma
fini Z ⊂ C tels que E ' IZ ⊗F , IZ de´signant le faisceau d’ide´aux de Z dans C2.
Le fibre´ en droites F n’est pas en ge´ne´ral unique.
8.2.2. Dualite´ - On utilise les notations de 6. On utilise les notations de 6. Si n ≥ 1 est un
entier, on note L(n, P, xP ) le faisceau d’ide´aux du sous-sche´ma de C2 de support P engendre´
par xnP en P . Comme la notation le sugge`re il de´pend du choix de xP . C’est un fibre´ en droites
sur C2. Soit Z un un sous-sche´ma fini Z ⊂ C. On va de´crire le faisceau dual de IZ . Posons
Z =
∑
i
niPi,
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avec ni ≥ 1, les Pi e´tant des points distincts de C. Alors on a
I∨Z ' IZ ⊗
(⊗
i
L(ni, Pi, xPi)
)−1
.
8.2.3. De´formations infinite´simales des faisceaux de rang ge´ne´ralise´ 2 - On rappelle maintenant
et on pre´cise les constructions de 6.3. Soient E un faisceau cohe´rent sans torsion de rang
ge´ne´ralise´ 2 sur C2, non concentre´ sur C, et D ⊗ L ⊂ E sa premie`re filtration canonique, D
e´tant un fibre´ en droites sur C. Alors on a E|C ' D ⊕ T , T e´tant un faisceau de torsion sur C.
Fixons un isomorphisme
η : E|C ' D ⊕ T.
On en de´duit la suite exacte 0→ D ⊗ L→ E → D ⊕ T → 0 . Soit
(νη, ση) ∈ Ext1O2(D,D ⊗ L)⊕ Ext1O2(T,D ⊗ L) l’e´le´ment associe´. Le noyau Fη du morphisme
compose´ E → D ⊕ T → T est un fibre´ en droites sur C2, et on a une suite exacte
0 −→ D ⊗ L −→ Fη −→ D −→ 0
qui est associe´e a` νη.
Les automorphismes de D ⊕ T sont repre´sente´s par des matrices τ =
(
α 0
φ β
)
, avec α ∈ C∗,
β ∈ Aut(T ) et φ : D → T . On a vτ◦η = αvη + φση , στ◦η = βση .
Puisque Ext1O2(T,D ⊗ L) = Ext1OC (T,D ⊗ L), la multiplication par
ση : Hom(D,T )→ Ext1O2(D,D ⊗ L) est a` valeurs dans Ext1OC (D,D ⊗ L) = H1(L). On a
H1(L) ⊂ H1(O2). On peut donc voir la multiplication par ση comme une application
βη : Hom(D,T ) −→ H1(O2).
Le rang de cette application ne de´pend pas du choix de η.
Un calcul e´le´mentaire mais fastidieux permet de de´montrer la
8.2.4. Proposition : On a des suites exactes canoniques
0 −→ H0(O2) −→ End(E) −→ ker(βη) −→ 0,
0 −→ Ext1O2(T, T ) −→ Ext1O2(E , E) −→ coker(βη) −→ 0.
La seconde suite exacte est scinde´e.
Conse´quences : On peut montrer en utilisant la proposition 8.2.4 que les seules de´formations
de E proviennent de de´formations de T et de Fη. Les de´formations de T sont de´crites en 7.1.
9. Faisceaux de rang ge´ne´ralise´ 3 sur les courbes doubles
Soient S une surface projective lisse irre´ductible et C ⊂ S une courbe projective lisse
irre´ductible. Soient C2 ⊂ S la courbe double associe´e, L = OC(−C) et l = − deg(L). On
suppose que l = C2 ≥ 1. Le genre de C est g = 1
2
(C2 +KSC) + 1 .
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Soit E un faisceau quasi localement libre de rang ge´ne´ralise´ 3 sur C2, non concentre´ sur C. Il
est donc localement du type O2 ⊕OC . Pour fixer les ide´es, rappelons qu’on a un diagramme
commutatif avec lignes et colonnes exactes
0

0

ΓE

0 // EE //

E // FE //

0
0 // GE //

E // EE ⊗ L∗ //

0
ΓE

0
0
la premie`re ligne exacte provenant de la premie`re filtration canonique de E et la seconde ligne ex-
acte de la seconde filtration canonique de E . On a rg(EE) = rg(ΓE) = 1, rg(FE) = rg(GE) = 2.
Le rang et le degre´ des fibre´s vectoriels EE , FE , GE , ΓE sont invariants par de´formation. Cette
proprie´te´ se ge´ne´ralise aux faisceaux quasi localement libres de type (m− 1,m) ou (m,m).
9.1. Faisceaux (semi-)stables
9.1.1. De´finition : Soit E un faisceau cohe´rent sur C2 pur de dimension 1. On dit que E est
semi-stable (resp. stable) s’il est sans torsion et si pour tous sous-faisceau propre F ⊂ E on a
µ(F) ≤ µ(E) (resp. <).
Il de´coule du the´ore`me de Riemann-Roch 4.2.1 et du calcul de polynoˆmes de Hilbert effectue´
dans 4.2.2 que cette notion de (semi-)stabilite´ est e´quivalente a` celle de Simpson (cf. [31]). Il
existe donc des varie´te´s de modules de faisceaux semi-stables de polynoˆme de Hilbert donne´.
Soit E un faisceau quasi localement libre de rang ge´ne´ralise´ 3 sur C2, non concentre´ sur C. On
pose  = deg(EE), γ = deg(ΓE) . Si E est semi-stable (resp. stable) on obtient, en conside´rant
les sous-faisceaux EE , GE , que γ − 2l ≤  ≤ l + γ (resp <). Le re´sultat suivant montre que la
(semi-)stabilite´ de E de´pend uniquement des proprie´te´s des fibre´s de rang 2 FE et GE :
9.1.2. Lemme : Soit E un faisceau quasi localement libre de rang ge´ne´ralise´ 3 sur C2, non
concentre´ sur C. Alors E est semi-stable (resp. stable) si et seulement si les deux proprie´te´s
suivantes sont ve´rifie´es :
(i) Pour tout sous-fibre´ en droites D′ de GE on a deg(D′) ≤ µ(E) (resp. <).
(ii) Pour tout fibre´ en droites quotient D′′ de FE on a µ(E) ≤ deg(D′′) (resp. <).
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De´monstration. On ne traitera que le cas de la semi-stabilite´, l’autre cas e´tant analogue. Les
conditions sont e´videmment ne´cessaires. Supposons les ve´rifie´es. Soit F ⊂ E un sous-faisceau
de rang 1 ou 2. Il faut montrer que µ(F) ≤ µ(E) . Si F est de rang 1, EF ⊂ EE est sans torsion,
donc F est un faisceau sur C, c’est donc un sous-faisceau de GE , et il est localement libre de
rang 1. Soit F ⊂ GE l’image inverse du sous-faisceau de torsion de GE/F , c’est un sous-fibre´
de GE . On a µ(F ) ≤ µ(E) d’apre`s (i), et µ(F) ≤ µ(F ), donc µ(F) ≤ µ(E). Supposons F de
rang 2. Alors E/F est de rang 1, donc EE/F est de torsion. Soit G son image inverse dans E .
Alors on a µ(F) ≤ µ(G) et il suffit de prouver que µ(G) ≤ µ(E) . Cela de´coule du fait que E/G
est un quotient de FE , car E/G est un faisceau sur C, et de (ii). 
On en de´duit que si GE et FE sont semi-stables (resp. stables) il en est de meˆme de E .
9.2. Varie´te´s de modules
On suppose que γ − l <  < γ, ce qui e´quivaut a` µ(EE) < µ(GE) et µ(ΓE) < µ(FE) .
On noteMs(, γ) la varie´te´ de modules des faisceaux quasi localement E libres stables de rang
ge´ne´ralise´ 3 tels que deg(EE) = , deg(ΓE) = γ et que FE , GE soient stables. C’est un ouvert
de la varie´te´ de modules M(3, 2+ γ + l) des faisceaux semi-stables de rang ge´ne´ralise´ 3 et de
degre´ ge´ne´ralise´ 2+ γ + l.
9.2.1. Proposition : La varie´te´ Ms(, γ) est irre´ductible de dimension 5g + 2l − 4 . La
sous-varie´te´ re´duite associe´e est lisse.
De´monstration. Soient ι ∈ W 2,−γ+l0 (cf. 2.3), correspondant a` un morphisme O → F0. Soient
Γ ∈ Jγ, F = F0 ⊗ Γ, E = (F/Γ)⊗ L ∈ J . On a donc une suite exacte
0 // γ
i // F
p // E ⊗ L∗ // 0 .
Rappelons qu’on aune suite exacte
0 // Ext1OC (F,E)
// Ext1O2(F,E)
pi // Hom(F ⊗ L,E) // 0 .
Soit σ ∈ pi−1(p) . Soit 0→ E → Eσ → F → 0 l’extension associe´e, ou` Eσ est quasi localement
libre de rang ge´ne´ralise´ 3, EEσ = E, ΓEσ = Γ, FEσ = F .
9.2.2. Lemme : Soit η ∈ Ext1OC (Γ, E) ⊂ Ext1O2(Γ, E) correspondant a` la suite exac-
te 0 −→ E −→ GEσ −→ Γ −→ 0 . Alors η est l’image de σ par l’application
θ : Ext1O2(F,E)→ Ext1O2(Γ, E) de´duite de l’inclusion Γ ⊂ F .
De´monstration. Cela se de´montre en utilisant des re´solutions libres ade´quates de Γ, E. On en
de´duit des re´solutions libres de F , Eσ, GEσ permettant de repre´senter les Ext1 et de prouver le
lemme. 
9.2.3. Lemme : Pour tout η0 ∈ Ext1OC (Γ, E) il existe σ0 ∈ pi−1(p) tel que θ(σ0) = η0 .
De´monstration. Soit θC : Ext
1
OC (F,E)→ Ext1OC (Γ, E) l’application de´duite de l’inclusion
Γ ⊂ F . Alors θC est surjective. Soit α ∈ Ext1OC (F,E) tel que θC(α) = η0 − η . Il suffit de
prendre σ0 = σ + α . 
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Fin de la de´monstration de la proposition 9.2.1 - D’apre`s le lemme 9.2.3 on peut choisir σ de
telle sorte que GEσ soit stable. Dans ce cas Eσ ∈Ms(, γ) . Le reste de la proposition 9.2.1 se
de´montre aise´ment. 
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